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Lời nói đầu 


Tpuốn sách BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 được biên soạn nhằm giúp cho học 
sinh lớp 10 có-điều kiện tham khảo và tự học để nắm viừig các kiến thức và 
các kĩ năng cơ bản đã được học trong Sách giáo khoa Hình học 10. Nội 
dung cuốn sách bám sát nội dung của sách giáo khoa mới, phù hợp với 
chương trình mới của Bộ Giáo dục và Đào tạo vừa ban hành năm 2006. 
Cuốn sách bài tập này được viết theo tinh thần tạo điêu kiện đê góp phân 
đổi mới phương pháp dạy và học, nhầm phát huy được khả năng tự học, tự 
tìm tòi khám phá của học sinh, rèn luyện được phương pháp học tập sáng 
tạo, thông minh của đông đảo học sinh. 

Nội dung cuốn sách này gồm : 

• Chương I : Vectơ 

• Chương II : Tích vô hướng của hai vectơ và ứng dụng 

• Chương III : Phương pháp toạ độ trong mặt phang 
Bài tập cuối năm 

Nội dung mỗi chương được chia ra nhiều chủ đề, mỗi chủ đề là một xoắn (§). 
Cấu trúc của mỗi xoắn được trình bày theo thứ tự sau đây : 

A. Các kiến thức cần nhớ : Phần này nêu tóm tắt lí thuyết của sách giáo 
khoa nhằm củng cố những kiến thức cơ bản, những kĩ năng cơ bản và các 
công thức cần nhớ. 

B. Dạng toán cơ bản : Phần này hệ thống lại các dạng toán thường gặp 
trong khi làm bài tập, cung cấp cho học sinh các phương pháp giải, đồng 
thời cho các ví dụ minh hoạ về cách giải các bài toán thuộc các dạng vừa 
nêu ở phần trên và cho thêm các chú ý hoặc nhận xét cần thiết. 

c. Câu hỏi và bài tập : Phần này nhầm mục đích củng cô và vận dụng các 
kiến thức và kĩ nâng cơ bản đã học để trả lời các câu hỏi và làm bài tập 
■ thuộc các dạng đã nêu, giúp học sinh rèn luyện được phong cách tự học. 
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Cuối mỗi chương có bài tập mang tính chất ôn tập và khoảng 30 câu hỏi 
trắc nghiệm. 

Việc đưa thêm các cảu hỏi trắc nghiệm nhầm giúp học sinh làm quen với 
một dạng bài tập mới, mà nhiều nước trên thế giới hiện nay đang dùng trong 
các sách giáo khoa của trường phổ thông. Cuối cuốn sách có phần hướng 
dẫn giải và đáp số. 

Dù các tác giả đã cô' gắng rất nhiều, nhưng vì thời gian biên soạn có hạn 
nên cuốn sách không sao tránh khỏi những thiếu sót. Rất mong các độc giả 
vui lòng góp ý để cho những lần tái bản sau sách sẽ hoàn chỉnh hơn. 


CÁC TÁC GIẢ 



ChươNq I 

VECTƠ 


§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 

A. CÁC. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Để xác định một vectơ cần biết một trong hai điếu kiện sau : 

- Điểm đầu và điểm cuối của vectơ; 

- Độ dài Và hướng. 

2. Hai vectơ a và b được gọi là cùng phương nếu giá của chúng song song 
hoặc trùng nhau. 

Nếu hai vectơ a và b cùng phương thì chúng có thể cùng hướng hoặc 
ngược hướng. 

3. Độ dài của một vectơ là khoảng cách giữa điểm đầu và điểm cuối của 
vectơ đó. 

I 

4. a = b khi và chỉ khi a = b và a, b cùng hướng. 

5. Với mỗi điểm A ta gọi AA là vectơ - không. Vectơ - không được kí hiệu 

là 0 và quy ước rằng 0=0, vectơ 0 cùng phương và cùng hướng với 
mọi vectơ. 

B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

íg ^ VẤN đấ 1 

Ầác định một vectơ, sự cùng phương và hướng của hai vectơ 
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1. Phương pháp 


Để xác định vectơ a * 0 ta cần biết 

* 


a 


và hướng của a hoặc biết điểm 


đầu và điểm cuối của a. Chẳng hạn, với hai điểm phân biệt A và B ta có 
hai vectơ khác vectơ 0 là AB và BA. 


Vectơ a là vectơ - không khi và chỉ khi I ơ 
điểm bất kì. 


= 0 hoặc a = AA với A là 


2. Các ví dụ 

mp Ví dụ 1. Cho 5 điểm phân biệt A, B, c, D và E. Có bao nhiêu vectd khác 
vectơ - không có điểm đẩu và điểm cuối là các điểm đã cho ? 

GIẢI 

Với hai điểm phân biệt, chẳng hạn A và B, có hai vectơ AB và BA. Ta có 
10 cãp điểm khác nhau, cụ thể là,: 

{A,fl},{A,C},{A,D},{A,£},{5,C},{fl,D},{fl,£},{C,D},{C,£},{D,£}. 

Do đó ta có 20 vectơ (khác 0) có điểm đầu và điểm cuối là 5 điểm đã cho. 

Cách khác : Một vectơ được xác định khi biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 
Với 5 điểm phân biệt, ta có 5 cách chọn điểm đầu. Với mỗi cách chọn điểm 

đầu ta có 4 cách chọn điểm cuối. Vậy số vectơ khác 0 là : 5 X 4 = 20 (vectơ). 


Ví dụ 2. Cho điểm A và vectơ a khác õ. Tìm điểm M sao cho : 


a) AM cùng phương với a ; 

b) AM cùng hướng với a. 

GIẢI 

Gọi A là giá của a (h. 1.1). 

a) Nếu AM cùng phương với a thì 
đường thẳng AM song song với A. Do 
đó M thuộc đường thẳng m đi qua A và 
song song với A. 

Ngược lại, mọi điểm M thuộc đường 
thẳng m thì AM cùng phương với a. 



m 
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Hình 1.1 



Chú ý rằng nếu A thuộc đường thẳng A thì m trùng với A. 

b) Lập luận tương tự như trên, ta thấy các điểm M thuộc một nửa đường 
thẳng gốc A của đường thẳng m. Cụ thể, đó là nửa đường thẳng có chứa điểm 

E sao cho AE và a cùng hướng. 



VẤN 


>> 


Chứng minh hai vectơ bằng nhau 


1. Phương pháp 

Để chứng minh hai vectơ bằng nhau ta 
có thể dùng một trong ba cách sau : 



-* 


-* 

• 

a 

— 

b 


a và b cùng hướng 



B c 



Hình 1.2 


• Tứ giác ABCD là hình bình hành => AB = DC và BC = AD (h. 1.2). 


• Nếu a = t>, b = c thì a = c. 



2. Các ví dụ 

p Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có D, E, F lần lượt là trung điểm của BC, CA, 
AB. Chứng minh EF = CD. 


(Xem h.1.3) 


GIẢI 

A 



Hình 1.3 
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Cách ỉ. Vì EF là đường trung bình của tam giác ABC nên EF = 4 BC và 

2 

EFIIBC. Do đó tứ giác EFDC là hình bình hành, nên EF = CD. 

Cách 2. Tứ giác FECD là hình bình hành vì có các cặp cạnh đối song song. 
Suy ra EF = CD. 

ị' Ví dụ 2. Cho hình bình hành ABCD. Hai điểm M và N lần lượt là trung điểm 
của BC và AD. Điểm I là giao điểm của AM và BN, K là giao điểm cũa DM 

và CN. Chứng minh AM = NC, DK = Nỉ. 

GIẢI 

Tứ giác AMCN là hình bình hành vì 
MC = AN và MC // AN. Suy ra 

ÃM = NC (h.1.4). 

Vì MCDN là hình bình hành nên K là 
trung điểm của MD. Suy ra 

DK = KM. Tứ giác ỈMKN là hình 

bình hành, suy ra Nỉ = KM. Do đó 

DK = Wỉ. 



Hình 1.4 



Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu hai vectơ bằng nhau có chung điểm đầu 
(hoặc điểm cuối) thì chúng có chung điểm cuối (hoặc điểm đầu). 


GIẢI 


Giả sử AB - AC. Khi đó AB = AC, ba điểm A, B, c thẳng hàng và B, c 
thuộc một nửa đường thẳng gốc A. Do đó B = c. 


Nếu hai vectơ bằng nhau có chung điểm cuối thì chúng có chung điểm đầu 
được chứng minh tương tự. 



Ví dụ 4. Cho điểm A và vectơ a. Dựng điểm M sao cho : 

a) AM = a ; 

b) AM cùng phương với a và có độ dài bằng a. 
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GIẢI 


Gọi A là giá của vectơ a. Vẽ đường 
thẳng d đi qua A và d // A (nếu điểm 
A thuộc A thì d trùng với A). Khi đó 
có hai điểm Mị và M 2 thuộc đường 


thẳng d sao cho AM ị = AM 2 = 
(h.1.5). Ta có : 



a) AM = a ; 


b) AM. và AM 2 cùng phưotng với a 
và có độ dài bằng độ dài của a. 




Ví dụ 5. Cho tam giác ABC có H là trực tâm và o là tâm đường tròn ngoại 
tiếp. Gọi B' là điểm đối xứng của B qua o. Chứng minh AH = B'C. 


GIẢI 

Vì BB' là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC nên 
BÃB' = BCB' = 90°. Do đó CH II B’A và AH n B’C. Suy ra tứ giác ABCH là 
hình bình hành. Vậy AH = B 'C (h.1.6). 
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c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.1. Hãy tính sô' các vectơ (khác 0) mà các điểm đầu và điểm cuối được lấy từ 
các điểm phân biệt đã cho trong các trường hợp sau : 

a) Hai điểm ; 

b) Ba điểm ; 

c) Bốn điểm. 

1.2. Cho hình vuồng ABCD tâm o. Liệt kê tất cả các vectơ bằng nhau (khác 0) 
nhận đỉnh hoặc tâm của hình vuông làm điểm đầu và điểm cuối. 

1.3. Cho tứ giác ABCD. Gọi M, N, p và Q lần lượt là trung điểm của các cạnh 

AB, BC, CD và DA. Chứng minh NP = MQ và PQ = NM. 

1.4. Cho tam giác ABC. Các điểm M và N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và 

AC. So sánh độ dài của hai vectơ NM và BC . Vì sao có thể nói hai vectơ 

* 

này cùng phương ? 

1.5. Cho tứ giác ABCD, chứng minh rằng nếu AB = DC thì AD = BC . 

1.6. Xác định vị trí tương đối của ba điểm phân biệt A, B và c trong các trường 
hợp sau : 

a) AB và AC cùng hướng, AB > AC ; 

b) AB và AC ngược hướng ; 

c) AB và AC cùng phương. 

1.7. Cho hình bình hành ABCD. Dựng ÃM = BA, ~MN = DA , Ã? = DC , 
PQ = BC . Chứng minh AQ = 0. 
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§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa tổng của hai vectơ và quy tắc tìm tổng 

• Cho hai vectơ tuỳ ý a và ĩ). Lấy điểm A tuỳ ý, dựng AB = a, BC = b. 
Khi đó a + ĩ> = Ãc (h.1.7). 

• Với ba điểm M, N vằP tuỳ ý ta luôn có : 

MN + NP = MP.i quy tắc ba điểm) 

• Tứ giác ABCD là hình bình hành, ta có (h. 1.8) : 

AB + AD = AC (quy tắc hình bình hành). 



Hình 1.7 Hình 1.8 

2. Định nghĩa vectơ đối 

• Vectơ b là vectơ đối của vectơ a nếu b - a và a, b là hai vectơ ngược 
hướng. Kí hiệu b = -a. 

• Nếu a là vectơ đối của b thì b là vectơ đối của a hay -(-a) = a. 

• Mỗi vectơ đều có vectơ đối. Vectơ đối của AB là BA. Vectơ đối của 0 là 0. 

3. Định nghĩa hiệu của hai vectơ và quy tắc tim hiệu 

• a-b = a + (-b) ; 

• Ta có : OB-OA = AB với ba điểm o, A, B bất kì (quy tắc trừ). 
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4. Tính chất của phép cộng các vectơ 

Với ba vectơ a y b,c bất kì ta có 

• a + b = b + a (tính chất giao hoán); 

• (a + b) + c = a + (b + c) (tính chất kết hợp); 

• ứ + 0 = 0 + <2 = <2 (tính chất của vectơ - không); 

• a + (- a ) = -a + a = 0. 


DẠNG TOAN cơ BAN 

VẤN dt 1 

Tỉm tổng của hai vectơ vồ tổng của nhiều vecto 


1. Phương pháp 

Dùng định nghĩa tổng của hai vectơ, quy tắc ba điểm, quy tắc hình bình 
hành và các tính chất của tổng các vectơ. 


2. Các ví dụ 

* 

Ví dụ 1. Cho hình bình hành ABCD. Hai điểm M và N lần lượt là trung điểm 
của BC và AD. 


a) Tìm tổng của hai vectơ NC và MC ; AM và CD ; AD và NC. 

b) Chứng minh AM + AN = AB + AD. 


(Xem h.1.9) 


GIẢI 

B M c E 


and 



Hình 1.9 




a) Vì MC = AN, ta có 


NC + MC = NC + AN 

= ÃN + NC = ÃC. 

Vì CD = BĂ, tacó ÃM + CD = ĂM + BẮ =BA + ÃM = BM. 

Vì NC = AM, ta có AD + NC = AD + AM = AE, với E là đỉnh của hình bình 
hành AMED. 


b) Vì tứ giác AMCN là hình bình hành nên ta có AM + AN = AC. 
Vì tứ giác ABCD là hình bình hành nên AB + AD = AC. 

Vậy ÃM + ÃN = ÃB + ÃD. 



Ví dụ 2. Cho lục giác đêu ABCDEF tâm o. 
Chứng minh OA + OB + oc + OD + OE + OF = õ 

GIẢI 

Tâm o của lục giác đều là tâm đối 
xứng của lục giác (h.1.10). 

Ta có ÕÃ + ÕD = 0, ÕB + ÕẼ = d, 


OC + OF = 0. 


Do đó: 


OA + OB + OC + OD + OE + OF = 

= (ÕĂ + ÕD) + (ÕB + ÕẼ) + (ÕC + ÕF) = d. 



D 


Hình 1.10 



Ví dụ 3. Cho a, b là các vectơ khác õ và a*b. Chứng minh các khẳng 
định sau : 

a) Nếu a và b cùng phương thì a + b cùng phương với a ; 

b) Nếu a và b cùng hướng thì a + ĩ> cùng hướng với a. 
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GIẢI 


Giả sử ứ = AB, b = BC, a + b- AC. 

a) Nếu a và b cùng phương thì ba điểm A, B, c cùng thuộc một đường thẳng. 
Hai vectơ a + b = AC và a = AB có cùng giá, vậy chúng cùng phương. 

b) Nếu a và b cùng hướng, thì ba điểm A,B,C cùng thuộc một đường thẳng 
và B, c nằm về một phía của A. Vậy a + b = AC và a = AB cùng hướng. 


Ví dụ 4. Cho ngũ giác đều ABCDE tâm o. 

a) Chứng minh rằng hai vectơ OA + OB và OC + OE đều cùng phương 
với ÕD. 

b) Chứng minh hai vectơ AB và EC cùng phương. 



Hình 1.11 


a) Gọi d là đường thảng chứa OD thì d là một trục đối xứng của ngũ giác 
đều. Ta có OA + OB = OM, trong đó M là đỉnh của hình thoi OAMB và 
thuộc d. Cũng như vậy, oc + OE = ON, trong đó N thuộc d. Vậy OA + OB 
và oc + OE đều cùng phương với OD vì cùng có chung giá d. 

b) AB và EC cùng vuông góc với d nên ABIIEC, suy ra AB cùng phương EC. 


Vân đê 2 


Tìm vectơ đối và hiệu của hai vectơ 

I. Phương pháp 

• Theo định nghĩa, để tìm hiệu a-b, ta làm hai bước sau : 

- lìm vectơ đối của b ; 

- Tính tổng ữ + (-b). 

• Vận dụng quy tắc OA-OB = BA với ba điểm o, A, B bất kì. 


2. Các ví dụ 


fgr Ví dụ 1. Chứng minh -(a + ĩ>) = -a + (-ĩ>). 


GIAI 

Giả s ửa = AB, ĩ) = BC thì a + b = AC. Ta có -a = BA, - b = CB. 
Do đó -a + (-b) = BẴ + CB = CÃ = -ĂC = -(a + b). 



Ví dụ 2. 

a) Chứng minh rằng nếu a là vectơ đối của b thì ã + ĩ> = õ. 

b) Chứng minh rằng điểm I là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi 
ĨA = -ĨB. 


GIẢI 


a) Giả sửb-AB thì a = BA. Do đó a + b = BA + AB = BB -0. 

b) Nếu I là trung điểm của đoạn thẳng AB thì ỈA = IB và hai vectơ M, IB 
ngược hướng. Vậy IA = -IB. 

Ngược lại, nếu ỈA = -ỈB thì ỈA = ỈB và hai vectơ ỈA, IB ngược hướng. Do 
đó A, /, B thẳng hàng. Vậy / là trung điểm của đoạn thẳng AB. 



Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Các điểm M, N và p lần lượt là trung điểm của 
AB, ACvà BC. 

a) Tìm hiệu AM-^N, MN -NC, ĨÃN -~PN, BP - CP. 

b) Phân tích AM theo hai vectơ MN và ỈÃP. 
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GIẢI 


(Xem h.1.12) 

a) AM - AN = NM ; 

~MN-NC = MN-~MP = ~PN 
(vì ~NC = ~MP ); 

~MN -PN = ~MN + NP = ÃĨP 
(vì -ĨN = NP ); 


A 



B p c 

Hình 1.12 


BP - CP = BP + PC = BC (vì -CP = PC ). 


b) AM = NP - MP - MN. 



Tính độ dài của ỡ + b, ~à - b 


1. Phường pháp 

Đầu tiên tính a + b = AB, a-b = CD. Sau đó tính độ dài các đoạn thẳng AB 
và CD bằng cách gắn nó vào các đa giác mà ta có thể tính được độ dài các 
cạnh của nó hoặc bằng các phương pháp tính trực tiếp khác. 


2. Các ví dụ 



Ví dụ 1. Cho hình thoi ABCD có BAD = 60° và cạnh là a. Gọi o là giao 
điểm hai đường chéo. Tính AB + AD \, BA - BCị, I OB - DC . 


GIẢI 

Vì tứ giác ABCD là hình thoi cạnh 

a và BAD = 60° nên AC - aV3, 
BD - a (h.1.13). 

Ta có : AB + AD = AC nên 

AB + AD = AC = ứV3 ; 
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D 

Hình 1.13 



BẴ-BC = CĂ nên \ẼẴ-BC =CA = aS ; 
ÕB-DC = DÕ-DC = C0 (vì OB = DO ). 

aS 


Do đó \OB - DC\ = CO = 



1 — ¥ — ¥ 1 

la + òl = 

ỈI+IỈI. 



1 Isl > la 

thì \a + b 

= 1/ 

— ¥ 

1 - a 


c) a + ĩ>\ < lãl +1 b . Khi nào xảy ra dấu đẳng thức ? 

GIẢI 

Giảsử ã = Ãe, b = BC thì a + b = ÃC. 

a) Nếu a và b cùng hướng thì ba điểm A, B, c cùng thuộc một đường thẳng 
và B nằm giữa A và c. Do đó AB + BC = AC (h.1.14). 


B 


b c 


Hình 1.14 


Vậy a + ĩ> I = AC = AB + BC =a + b 

b) Nếu a và b ngược hướng và b > a thì ba điểm A,B,C cùng thuộc một 
đường thẳng và A nằm giữa B và c. Do đó AC = BC - AB (h. 1.15). 

ã* 


~c 


A 

Hình 1.15 


B 


Vậy ịa + b\ = AC = BC-AB = \b\-\ơ 

c) Từ . các chứng minh trên suy ra rằng nếu a và b cùng phương thì 
ã + è| = |a| + |è| hoặc lớ + è|<|a| + |è|. 

Xét trường hợp a và b không cùng phương. Khi đó A, B, c không thẳng hàng. 
Trong tam giác ABC ta có hệ thức AC <AB + BC. Đo đó I a + ĩ> 


2 - BTHH10-A 
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Vậy trong mọi trường hợp ta đều có 
ứ + s| < I a 

Đẳng thức xảy ra khi ứ và b cùng hướng. 
tsr Ví dụ 3. Cho hình vuông ABCD cạnh a có o là giao điểm của hai đường chéo. 


Hãy tính OA-CB, AB + DC, CD-DA 


GIẢI 


Ta có AC - BD = a-sí 2, 


OA-CB = CO-CB = BO (h.1.16). 

Do đó \õẪ -Cb\ = BO = ■ 

2 

ÃB + Dc\ = \ÃB\ + ÌDc\ = 2a 
(vì AB và DC cùng hướng), 

CD-DĂ = CD-CB = BD (vì DA = CB) 


B 



Hình 1.16 


Do đó CD - DA = BD = ứ>/2. 


5Ẹ VẤN & 4 

Chứng minh đẳng thức vecto 

1. Phương pháp 

Mỗi vế của một đẳng thức vectơ gồm các vectơ được nối với nhau bởi các 
phép toán vectơ. Ta dùng quy tắc tìm tổng, hiệu của hai vectơ, tìm vectơ đối 
để biến đổi vế này thành vế kia của đẳng thức hoặc biến đổi cả hai vế của 
đẳng thức để được hai vế bằng nhau. Ta cũng có thể biến đổi đẳng thức 
vectơ cần chứng minh đó tương đương với một đẳng thức vectơ được công 
nhận là đúng. 
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2 * BTHH10-B 





2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Chứng minh các khẳng định sau : 


a) a = Ỗoa + c = 5 + c ; 

b) a + c = boa = b-c. 


GIẢI 

a) Nếu a = b- AB và c = BC thì a + c = AC, b + c = AC. Vậy a + c = ĩ) + c. 

Ngược lại, nếu a + c = b + c ta cần chứng minh a = b. Giả sử a = AB, 
ĩ> = A^B, c = BC. 

T ừ a + c = b + c suy ra A.C = AC. Vậy A s A hay a = b. 


b) a + c = b o a + c + {-c) = b + (-c) o ứ = b-c. 


m Ví dụ 2. Cho sáu điểm A, B, c, D, E và F. Chứng minh rằng 

& i S i 

ÃD + BỄ + CF = ÃỄ + BF + CD. (1) 

G/Ẩ/ 

Cức/ỉ 7. Ta có : (1) o ÃD-ÃẼ + CF-CD = BF-~BE o + = 

<=> EF = Vậy đẳng thức (1) được chứng minh. 
Cách 2. Biến đổi vế trái: 

ÃD+ BE+ CF = ÃẼ+ ẼD+ BF+ FE+ CD+ DF 

= ÃE + BF + CD + ẼD + FE + DF 
= ÃỄ + BĨ + CD 

(vì ẼD+ FE+ DF = FD+DF = FF = ỏ). 

Cách 3. Biến đổi vế phải: 

ÃẼ+ BF+ CD = ÃD+ DE+ BE+ ẼF+ CF+ FD 

= ÃD + lìE+ CF+ Ĩ)E+ ẼF+ FD 
= ÃD + BẼ + CĨ 
(vì DE + EF + FD = õ). 
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• Sau đây là bài toán tương tự : 

Cho bốn điểm A, B, c và D. Hãy chứng minh AB + CD - AD + CB theo ba 

cách như ví dụ trên. 

> 

ỊlHP Ví dụ 3. Cho năm điểm A, B, c, D và E. Chứng minh rằng 

Ãc + DE - DC - CỄ + CB = ÃB. 

GIẢI 

Ta có —DC = CD, —CE = EC nên: 

Ãc +DE-DC-CẼ + CB =ÃC + DẼ + CD + ẼC + CB 

= (ÃC + CB) + (CD + DE) + ẼC 

= ÃB + CE + ẼC = ÃB. 



Ví dụ 4. Cho ỉam giác ABC. Các điểm M, N và p lần lượt là trung điểm các 
cạnh AB, AC và BC. Chứng minh rằng với điểm o bất kì ta có 

ÕẦ + ÕB + ÕC = ÕM + ÕN + ÕP. 

GIẢI 

Biến đổi vế trái (h.1.17) : 

ÕĂ + ÕB + ÕC = ÕM+ MÃ+ ÕP+ PB+ ÕN+ NC 


= OM + ON + OP + MA + PB + NC 


= OM + ON + OP + MA + NM + AN 


= OM + ON + OP 


(vì PB = NM, NC = AN 
và MÃ+NM+~ÃN = NM+MÃ+ÃN = ãw = 
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p 

Hình 1.17 



c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.8. Cho năm điểm A, B, c, D và E. Hãy tính tổng AB + BC + CD + DE. 

1.9. Cho bốn điểm A, B, c và D. Chứng minh AB-CD = AC-BD. 

1.10. Cho hai vectơ a và b sao cho a + b = 0. 

a) Dựng OA = a, OB - b. Chứng minh o là trung điểm của AB. 

b) Dựng OA = a, AB = ĩ). Chứng minh o = B. 

1.11. Gọi o là tâm c.ủa tam giác đểu ABC. Chứng minh rằng OA + OB + oc = õ. 

1.12. Gọi ớ là giao điểm hai đường chéo của hình bình hành ABCD. Chứng minh 
rằng OA + OB + oc + OD = õ. 

1.13. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Trên cạnh AC lấy hai điểm E và F 

sao cho AE = EF = FC ; BE cắt AM tại N. Chứng minh NA và NM là hai 
vectơ đối nhau. 

1.14. Cho hai điểm phân biệt A và B. Tìm điểm M thoả mãn một trong các điều 

kiện sau : 

* 

a)MĂ-MB = BĂ; b) ÃĨÃ-ÃĨB = ÃB ; c )ÃĨĂ + MB=Ó. 

1.15. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu I CA + CB = CA-CB thì tam 
giác ABC là tam giác vuông tại c. 

1.16. Cho ngũ giác ABCDE. Chứng minh AB + BC + CD = AE - DE. 

1.17. Cho ba điểm o, A , B không thẳng hàng. Với điều kiện nào thì vectơ 
OA + OB nằm trên đường phân giác của góc AOB ? 

1.18. Cho hai lực F 1 và Fi có điểm đặt o và tạo với nhau góc 60°. .Tìm cường 

độ tổng hợp lực của hai lực ấy biết rằng cường độ của hai lực F 1 và Fi 
đều là 100 N. 

1.19. Cho hình bình hành ABCD. Gọi o là một điểm bất kì trên đường chéo AC. 
Qua o kẻ các đường thẳng song song với các cạnh của hình bình hành. Các 
đường thẳng này cắt AB và DC lần lượt tại M và N, cắt AD và BC lần lượt 
tại E và F. Chứng minh rằng : 

a) ÕẴ + oc = OB + OD ; b) BD = M£ + FN. 
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§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT số 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa tích của vectơ với một số. Cho số k và vectơ a , dựng được 
vectơ k a . 

2. Các tính chất của phép nhân vectơ với một số : Với hai vectơ a, b tuỳ ý 
và với mọi số k, h e R ta có : 

• k(a + b) = ka + kb ; 

• (h + k)a = ha + ka ; 

• h (ka) - (hk)a ; 

• 1 .a - a \ (-1) <2 =-a ; 0. a = 0 ; k. 0 = 0. 

3. Hai vectơ a , b với b * 0 cùng phương khi và chỉ khi có số k để a = kb. 
Cho hai vectơ ứ và b cùng phương, b *■ 0. Ta luôn tìm được số k để 
a-kb và khi đó số k tìm được là duy nhất. 

4. Áp dụng : 

• Ba điểm phân biệt A,B,C thẳng hàng <=> AB = kAC , với số k xác định. 

• 7 là trung điểm của đoạn thẳng AB <=ỉ> MA + MB = 2 MI , VA/. 

• G là trọng tâm của tam giác ABC <=> MA + MB + MC = 3 MG , VM . 

5. Cho hai vectơ a , b không cùng phương và X là một vectơ tùy ý. Bao giờ 
cũng tìm được cặp số h và k duy nhất sao cho x = ha + kb. 



DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

VẤN để 1 


Ầác định vectơ ka 

* 


1. Phương pháp 

Dựa vào định nghĩa vectơ ka . 




• kãl = 

Nếu k>0, kã và a cùng hướng ; 
Nếu k<0,ka và a ngược hướng. 

• k. 0 = 0,0. ã = õ. 

• 1. ơ = a , (-1) a --ơ. 


2. Các ví dụ 

* 


Ịffiflp Ví dụ 1. Cho a = AB và điểm o. Xác định hai điểm M và N sao cho 

Ir l ■ 1 ■ ĩ i 


OM = 3a, ON = -4a. 


GIẢI 


Vẽ đường thẳng d đi qua o và song song với giá của a. (Nếu o thuộc giá 
của ~a thì d là giá của a ) (h.1.18). 


N 


M 


o 

Hình 1.18 


Trên d lấy điểm M sao cho OM = 3 \a \, OM và a cùng hướng khi đó 
OM = 3ơ. Lấy điểm N trên d sao cho ON = 4 a , ON và a ngược hướng, 
khi đó ON = -4ơ. 



Vi dụ 2. Cho đoạn thẳng AB và M là một điểm trên đoạn AB sao cho 

AM = ^ AB. Tìm số k trong các đẳng thức sau : 

5 


a) AM = kAB ; 


b) MA = kMB ; c) MA = kAB. 


GIẢI 


(Xem h. 1.19) 


A 
# ■ 


M 


B 


Hình 1.19 
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à) AM = kAB 


\k\ - = • Vì AM và AB cùng hướng nên k = —. 
AB 5 B 5 


b) MA = kMB => |ấ: = 

c) MẴ = kÃB=>\k =■ 


MA 1 —• . ——. . 1 

-77— = 4. Vì MA và MB ngược hướng nên k = —-. 
MB 4 4 

MA 1 777 . 77* _____ , , . 1 

—— = —. Vì MA và AB ngược hướng nên k = 

AB 5 5 



Ví dụ 3. a) Chứng minh vectơ đối của vectơ 5 a là (-5) a. 
b) Tìm vectơ đối của các vectơ 2a + 3ố, a-2b. 


GIẢI 

ạ) -(5 0 ) = (-l).(5a) = ((-l)5).ã = (-5 ).a 

b) -(2ứ + 3 b) = (-l).(2a + 3 b) = (-l).(2a) + (- 1).(3Í) 

= (-2).a + (-3)ĩ> = -2a-3Ĩ>. 


-Ca -2b) = (-l).(a-2b) = (-l).a + 2.b = -a + 2b. 


* 

Phân tích (biểu thị) một vectơ theo hai vectơ khổng cùng phương 

1. Phương pháp 

a) Để phân tích vectơ X = oc theo hai vectơ không cùng phương a = OA , 
b = OB ta làm như sau : 

• Vẽ hình bình hành OA ’CB' 
có hai đỉnh ơ, c và hai cạnh 
OA’ và OB' lần lượt nằm trên 

hai giá của ÕĂ,ÕB( h.1.20). 

Ta có x = OA' + OB'. 

Hình 1.20 
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• Xác định số h để OA' - hOA. 

Xác định số k để OB' - kOB. 

Khi đó X = ha + kb. 

b) Có thể sử dụng linh hoạt các công thức sau : 

• AB = OB - OA, với ba điểm 0,A,B bất kì; 

• AC = AB + AD nếu tứ giác ABCD là hình bình hành. 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Cho các điểm D, E, F lần lượt 
là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB và / là giao điểm của AD và EF. 

Đặt u - AE, V = AF. Hãy phân tích các vectơ AI, AG, DE, DC theo hai 
vectơ u, V. 

GIẢI 

Vì tứ giác AEDF là hình bình hành nên AD = AE + AF = u + v và 

Ă7 = ịĂ5 (h.1.21). 

2 



_. __ __ __ B D c 

dc = fe = ae-af. 


_, Hình 1.21 

vậy DC = u - V. 

ggp Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Điểm M trên cạnh BC sao cho MB = 2 MC. Hãy 
phân tích vectơ AM theo hai vectơ u = ÃB, v = Ãẽ. 
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Ta có 


GIẢI 


A 


AM = AB + BM = AB + ịBC 

3 

= ÃB + ị(ĂC-ĂB) 

3 

= ịÃB + ịĂC. 

3 3 B M c 

—: 1 -« 2- .. . _ Hình 1.22 

Vậy AM = ^-u + ^v (h.1.22). 

3 3 

• Ta có thể giải bài toán bằng cách dùng định lí Ta-lét như sau : 

Kẻ ME II AC và MF II AB, ta có ÃM = ÃẼ + ÃF. Theo định lí Ta-lét 

AE = \aB, AF = %AC. Do đó ÃE = Ị-ÃB = Ị-u,ĂF = ịĂC = ịv. 

3 3 3 3 3 3 

w._. ~m 1 ■* . 2-* 

Vậy AM = 7« + 7V, 

3 3 

VẤN đấ J 

Chứng minh ba điểm thẳng hàng, hai đưòng thẳng song song 

1. Phương pháp 

Dựa vào các khẳng định sau : 

• Ba điểm phân biệt A, B, c thẳng hàng o AB vằ AC cùng phương o 
AB = kAC. 

• Nếu AB = kCD và hai đường thẳng AB và CD phân biệt thì ABIICD. 




2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Gọi / là trung điểm của AM 
và K là điểm trên cạnh AC sao cho AK = -ỉrAC. Chứng minh ba điểm B, Ị, 

o 


K thẳng hàng. 
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GIẢI 


Đặt u = BA, V = BC (h.1.23). 


Ta phân tích BK và BI theo u, V. 



Hình 1.23 


1 - 1 - 1 - 1 - 

= i:( u+ i: v ) =z i: u + -7 V- (2) 

2 2 2 4 

Từ (1) và (2) suy ra 2 u + v - 3BK, 2u + v = 4 BỊ. 


v ậy 3BK = 48/ hay *. Do dó ba điểm B, ĩ, K thẳng hàng. 


mp Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Hai điểm M, N được xác định bởi các hệ 
thức: BC + MẦ = Õ, ÃB-NẢ-3ÃC = Õ. Chứng minh MN//AC. 

GIẢI 

Ta có BC + ~MẢ + ~ÃB-~NẢ-3ÃC = ữ, 

hay (ÃB + BC) + (ma + ~ÃN) - 3ÃC = õ 

Ãc + ~MN - 3ÃC = õ 
~MN = 2ÃC. 

Vậy MN cùng phương với AC. 

Theo giả thiết ta có BC = AM, mà A, B, c không thẳng hàng nên bốn 
điểm A, B, c, M là một hình bình hành. 

Từ đó suy ra M không thuộc đường thẳng AC và MNIIAC. 
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VẤN để 4 



Chứng minh các đẳng thức vectơ có chứa tích của vectơ với một số 

1. Phương pháp 

• Sử dụng tính chất tích của vectơ với một số. 

• Sử dụng các tính chất của : ba điểm thẳng hàng, trung điểm của một đoạn 
thẳng, trọng tâm của tam giác. 


2. Các ví dụ 

mp Ví dụ 1. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng AB và CD. 
Chứng minh rằng 2MN - AC + BD. 

GIẢI 

* 

Vì N là trung điểm của đoạn thẳng CD nên 2 MN = MC + MD. 

Mặt khác MC = MĂ + ÃC, MD = MB + BD nên 

1ŨC + 1ÃD = MA + ÃC + MB + BD = ĂC + BD + (MA + MB) 

= AC + BD (vì M là trung điểm của AB). 

Vậy 2 ~MN = ÃC + BD. 


6Ef Ví dụ 2. Cho hình bình hành ABCD. Chứng minh rằng 


AB + 2AC + AD = 3AC. 
GIẢI 


Vì ABCD là hình bình hành nên AB + AD = AC. Do đó 

ĂB + 2ÃC + ÃĐ = (ÃB + ÃD) + 2ÃC = ÃC + 2ÃC = 3ÃC. 

fHP Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu G và G' lần lượt là trọng tâm của hai tam 
giác ABC và A'B'C' thì 3GG' = ÃẨ'+ BB'+ CC’. 

GIẢI 

Vì G' là trọng tâm của tam giác ABC nên 


3GG'= GA'+ GB'+ GC'. 


( 1 ) 
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Hơn nữa GA' -GA + AA' 


GB' = GB + BB' 

GC' = GC + CC'. 

Cộng từng vế ba đẳng thức trên và vì GA + GB + GC = õ nên 

GA' + GB' + GC' = ÃA' + BB' + CC'. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra 3 GG'= ÃA' + BB' + cc. 

• Có thể chứng minh như sau 
Ta có GG'= GẴ+ ÃẤ'+ ĂV' 

GG' = GB + BB' + ĨFg' 

GG' = GC + CC' + CG'. 

Cộng từng vế của ba đẳng thức trên và sử dụng điều kiện của trọng tâm tam 
giác ta suy ra điều cần chứng minh. 



Vân đẩ 9 

Ẵác định vị ừí của một điểm nhò đẳng thức vectơ 

1. Phương pháp 

Sử dụng các khẳng định và các công thức sau : 

• ÃB = Oo A = B\ 

• Cho điểm A và cho a. Có duy nhất điểm M sao cho AM = a ; 

• ÃB = ÃC oB = C, Ã^B = ÃBo A ị =A. 


2. Các ví dụ 


fQf Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có D là trung điểm của BC. Xác định vị trí của 
điểm G biết ÃG = 2Gỗ. 
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GIẢI 


Từ AG = 2GD , suy ra ba điểm A, G, 
D thẳng hàng, AG = 2 GD và điểm G 
ở giữa A và D. Vậy G là trọng tâm 
của tam giác ABC (h. 1.24). 



Hình 1.24 



Ví dụ 2. Cho hai điểm A và B. Tìm điểm / sao cho IA + 2/6 = õ . 

GIẢI 

ĨĂ + 2ĨB = b <=> ĨĂ = -2ĨB. 

Từ đó suy ra \ia\ = 1-2/6 hay IA = 2/6, ỈA và /6 ngược hưóng (h.1.25). 

A I B 

■- 1 -- 

Hình 1.25 


- , 1 
Vậy / là điểm thuộc đoạn AB mà /6 = 4 AB . 

3 



Ví dụ 3. Cho tứ giác ABCD. Xác định vị trí điểm G sao cho 

GẦ+GB+GC+GD=b. 

GIẢI 

Ta có GA + GB = 2Gỉ , trong đó I là trung điểm của A6 và GC + GD = 2GK , 
trong đó K là trung điểm của CD. Vậy theo giả thiết ta có 2GI + 2GK = 0 
hay Gỉ+ GK =0(h.l.26). 


Do đó G là trung điểm của đoạn thẳng IK. 


B 
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Hình 1.26 



c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

1.20. Tìm giá trị của m sao cho a = mb trong các trường hợp sau : 

a) a = b±Õ ; 

b) a = -b và ứ * õ ; 

c) a, b cùng hướng và a = 20 ,\b\ = 5 ; 

d) a, b ngược hướng và a =5, bl = 15 ; 

e) a = 0,b*0 ; 

g) a±Õ,b = Õ ; 

h) a = Ò,b = 0. 

1.21. Chứng minh rằng : 

a) Nếu a = b thì ma = mb ; 

b) ma = mb và m * 0 thì a = b ; 

c) Nếu ma - na và a * 0 thì m = n. 

1.22. Chứng minh rằng tổng của n vectơ a bằng ria (n là số nguyên dương). 

1.23. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu GA + GB + GC = 6 thì G là trọng 
tâm của tam giác ABC. 

1.24. Cho hai tam giác ABC và A'B'C'. Chứng minh rằng nếu AA' + BB' + cc' = õ 
thì hai tam giác dó có cùng trọng tâm. 

1.25. Cho hai vectơ không cùng phương a và b. Dựng các vectơ: 

a)2 ứ+ồ; b) a - 2Ỉ> ; c )-a+ị-b. 

2 

1.26. Cho lục giác đều ẠBCDEF tâm o có cạnh a. 

a) Phân tích vectơ AD theo hai vectơ AB và AF. 

b) Tính dộ dài của vectơ Ậaồ + ẠsC theo a. 

2 2 

1.27. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM ( M là trung điểm của BC). Phân tích 
vectơ AM theo hai vectơ AB và AC. 
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1.28. Cho tam giác ABC. Gọi M là mung điểm của AB và N là một điểm ưên 
cạnh ÁC sao cho NA = 2NC. Gọi K là trung điểm của MN. 

Phân tích vectơ AK theo AB và AC. 

1.29. Cho tam giác ABC. Dựng AB’ - BC, CA' = AB và BC' = CA. 

a) Chứng minh rằng A là trung điểm của B’C'. 

b) Chứng minh các đường thẳng AA\ BB' và CC’ đồng quy. 

1.30. Cho tam giác ABC. Điểm / trên cạnh AC sao cho c/ = \cA, J là điểm mà 

4 

BJ = Ị-ÃC-ịÃB. 

2 3 

a) Chứng minh BI =^-AC- AB. 

b) Chứng minh B, I, J thẳng hàng. 

c) Hãy dựng điểm J thoả điều kiện đề bài. 

1.31. Cho hình bình hành ABCD có o là giao điểm của hai đường chéo. Chứng 
minh rằng với điểm M bất kì ta có MA + MB + MC + MD = 4MO. 

1.32. Cho tứ giác ẨBCD. Gọi / và J lần lượt là trung điểm của hai đường chéo AC 
và BD. Chứng minh AB + CD = 2 IJ. 

133. Cho tứ giác ABCD. Các điểm M, N, p và Q lần lượt là trung điểm của AB, BC, 
CD và DA. Chứng minh rằng hai tam giác ANP và CMQ có cùng trọng tâm. 

1.34. Cho tam giác ABC. 

a) Tìm điểm K sao cho KA + 2 KB = CB. 

b) Tìm điểm M sao cho MA + MB + 2MC - õ. 

1.35. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm ỡ, H là trực tâm của tam 
giác, D là điểm đối xứng của A qua o. 

a) Chứng minh tứ giác HCDB là hình bình hành. 

b) Chứng minh : HA + HD = 2 HO ; 

HẴ + HB + HC = 2Ĩĩd ; 

ÕẢ + ÕB + ÕC = ÕH. 
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c) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. 


Chứng minh OH = 3 OG . 

Từ đó có kết luận gì về ba điểm o, //, G ? 


§4. HỆ TRỰC TOẠ ĐỘ 



CÁC KIẾN THỨC CẤN NHỚ 

1. Đinh nghĩa toa độ của một điểm, độ dài đại số của một vectơ trên một trục. 

2. Đinh nghĩa toạ độ của một vectơ, của một điểm trên mặt phẳng toạ độ Oxỵ. 

• a = (a.\ a 2 ) <=> a = a x i + a 2 j. 


• Nếu a = (a ; a 2 ). 


b = {b x \b 2 ) thì a = b 


<=M 





• M có toạ độ là (x ; y) <=> OM = (x ; y ) với o là gốc toạ độ ; 

X = OM , y = OM , trong đó M và AỊ, lần lượt là chân đường vuông 

12 \ I 

góc hạ từ M xuống Ox và Oy. 

• Nếu A có toạ độ là (* ; y ), B có toạ độ là ( X B ; y B ) thì 

AB = (x b -x a ; y B -y A ). 


3. Toạ độ của a + b, a-b , ka. 

* » ' ' 

Cho a = (a x ; a 2 ), ~b = (b [ ; b 2 ),ke R. 
Ta có a + b = (a x +6p a 2 +b 2 ); 

a-b = {a x -b x \ a 2 ~b 2 ) ; 


ka =(ka x ; ka ). 

Từ đó suy ra rằng hai vectơ a và b(a± 0) cùng phưcmg khi và chỉ khi có số 
k thoả mãn 


=¥ỉ 


b 2 = ka 2 . 


3 - BTHH1S- * 
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4 . Nếu / là trung điểm của đoạn thẳng AB thì 


X - X A +X B . v _y A + y B 

A ỉ - ~ 'Sỉ - _ 


Nếu G là trọng tâm của tam giác ABC thì: 


r _ X A +X B +X C . v _y A + y B + yc 

G 3 ' y G~ t 


B. DẠNG TOAN cơ BAN 

VẤN đẩ 1 » 

Tìm toạ độ của một điểm và độ dài đại số của một vectơ trên trục (ơ; c) 

1. Phương pháp 

Căn cứ vào định nghĩa toạ độ của điểm và độ dài đại số của vectơ. 

• Điểm M có toạ độ a » OM = ae với o là điểm gốc. 

• Vectơ AB có độ dài đại số là m = AB AB = me. 

* * 

• Nếu M và N có toạ độ lần lượt là a và b thì MN = b-a. 

2. Các ví dụ 

HlT Ví dụ 1. Trên trục (O ; e) cho các điểm A, B, M, N lần lượt có toạ độ là 
-4 ; 3 ; 5 ; -2. 

a) Biểu diễn các điểm đã cho trên trục ; 

b) Tính độ dài đại số của các vectơ AB , AM , ĨÃN. 

GIẢI 

a) Biểu diễn các điểm A,B,M, N như sau : 

-4-2 ẽ* 3 5 

-X-X-X —►-X-K 

A N o B M 

Hình 1.27 
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3 - BTHH10-B 




b) AB = 3 - M) = 7 
ÃM = 5-(-4) = 9 


MN =-2-5 = -7. 

Ví dụ 2. Cho ba điểm tuỳ ý >4, fi, .c trên trục (O ; e). Chứng minh rằng : 

a) AB = AB nếu Ãẽ cùng hướng với e ; 

AB = -AB nếu AB ngược hướng với e. 

b) ÃB + BÕ- = Ãc. 

GIẢI 

a) AB - AB.e. Từ đó suy ra : 

Ã3 = |ÃĨỉ|.H hay |Ãẽ| =AB. 

Nếu AB cùng hướng với e thì AB > 0, nên ta có AB = AB. Nếu AB ngược 
hướng với e thì AB < 0, nên ta có AB = -AB. 

b) Với ba điểm /4, B, c ta có Ãẻ + BC = ÃC. Vì ÃB = ÃẼ~e, BC = ~BC.~e, 
AC = AC. e nên ta có : 

= Ac2 hay {aB + Bc)^ê = AC^e. 

Suy ra AB + BC = AC. 

Chú ý: Hệ thức AB + BC = AC gọi là hệ thức Sa-lơ. 



VẤN đấ 2 

Ẵác định toạ độ của vcctơ vồ của một điểm trên mặt phẳng toạ độ Oxỵ 


1. Phương pháp 

Căn cứ vào định nghĩa toạ độ của một vectơ và toạ độ của một điểm trên mặt 
phẳng toạ độ Oxy. 
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ịy 


• Để tìm toạ độ của vectơ a ta làm như sau : 
Vẽ vectơ OM = a. 

Gọi hai điểm Mị và M 2 lần lượt là hình 
chiếu vuông góc của M trên Ox và Oy. Khi 

đó a = (a ; a 2 ) trong đó ŨJ = 0M V 
a 2 = ÕM~ 2 (h.1.28). 



• Để tìm toa độ của điểm A ta tìm toạ độ của vectơ OA. Như vậy A có toạ độ 

* * * * * * 

là (x ; y) trong đó JC = OA ^, y = 0A 2 ; A ị và A 2 tương ứng là chân đường 
vuông góc hạ từ A xuống Ox và Oy. 

• Nếu biết toạ độ của hai điểm A, B ta tính được toạ độ của vectơ AB theo 
công thức: 

ÃB = {X B -X A ; y B -y A ). 


2 . Các ví dụ 

* 


m Ví dụ 1. Cho hình vuông ABCD có cạnh a = 5. Chọn hệ trục toạ độ (A ; /', j), 


trong đó 7 và AD cùng hướng, j và AB cùng hướng. Tìm toạ độ các đỉnh 

của hình vuông, giao điểm / của hai đường chéo, trung điểm N của BC và 
trung điểm M của CD. 


GIẢI 


Ta có A(0 ; 0), 5(0 ; 5), C(5 ; 5), 


D {5 ; 0), I 


( 5 

5 Ì 

, N 

(5 


♦ 


• 

í 

5 

u 

2 y 


u 

) 


í 


M 




5; lì (h.1.29). 

2 ) 
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m Ví dụ 2. Cho hình bình hành ABCD có AD = 4 và chiều cao ứng với cạnh 


AD bằng 3, góc BAD = 60°. Chọn hệ trục toạ độ {A ; / , j) sao cho / và 
AD cùng hướng. Tìm toạ độ của các vectơ AB , BC , CD và . 


G//Ỉ/ 

Kẻ £// _L AD. i&có BH = 3, AB = lS,AH= V3(h.l.30). 


Do đó ta có các toạ độ : /1(0 ; 0), 
fl(V3; 3).C(4+ 3),D(4;0). 

Từ đó có Ã5 = (/3 ; 3) 

5C = (4 ; 0) 

CD =(-/3;-3) 

Ãc = (4 + /3 ; 3). 



Hình 1.30 



Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Các điểm M(1 ; 0), A/(2 ; 2) và P(-1 ; 3) lần lượt 
là trung điểm các cạnh BC, CA và AB. Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác. 


GIAI 


Ta có : NAPM là hình bình hành A 



Vậy toạ độ của A là (0 ; 5). 


Tương tự, từ MC = PN , MB = NP ta tính được B(-2 ; 1), C(4 ; -1). 


i@f Ví dụ 4. c 

độ đỉnh D. 
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GIẢI 


Giẫ sửD=(x D ,y D ). 

Ta có AD = BC , AD - [x D +1 ; y D - 3Ì, 
BC = (-2 ; -3) (h.1.32). Do đó. 


'x D +l = -2 

7 ữ -3 = -3 



Vậy toạ độ đỉnh D là (-3 ; 0). 



Hình 1.32 



VẤN đấ J 

Tỉm toạ độ của các vectơ u + V , u — V, ku . 


1. Phương pháp 

Tính theo các công thức toạ độ của H + v, u-v ,ku . 



2. Các ví dụ 

* 

Ví dụ 1. Cho u = (3 ; -2), V = (7 ; 4). 


Tính toạ độ của các vectơ u + V , u - V , 2 u, 3u - 4v , -(3u - 4v). 


« _ 9 

GỈẢ1 

M + V = (10 ; 2), u-v = (-4 ; - 6 ) ,2 u = (6 ; -4) 

3« = (9 ; - 6 ), 4 V =(28; 16). 

Vậy 3 u - 4 V = (-19 ; -22) và - (3 M - 4 V ) = (19 ; 22). 


gEf Ví dụ 2. Tim X để các cặp vectơ sau cùng phương : 

a) a = (2 ; 3), 6 = (4 ; x) 

b) u = (0 ; 5), V = (x ; 7) 

c) m = (x ; -3), n = (-2 ; 2x). 
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GIẢI 


. 4 X 

a) - = 9- 

2 3 

b) X = 0. 


X = 6. 


c) 


X _ -3 
-2 2 * 


jc 2 = 3=>a:= ±V3. 


VẤN đế 4 

Chứng minh ba điểm thẳng hồng, hai đường thằng song song bằng toạ độ 

1. Phương pháp 

Sử dụng các điều kiện cần và đủ sau : 

• Ba điểm phân biệt A, B, c thẳng hàng <=> AB = kAC ; 

• Hai vectơ a, b* 0 cùng phương o Có số k để a = k b. 

2. Các ví dụ 

p Ví dụ 1. Cho ba điểm A(- 1 ; 1), B( 1 ; 3), C(-2 ; 0). Chứng minh ba điểm 
A, B, c thẳng hàng. 

GIẢI 

ÃB =( 2 ; 2 ), Ãc =(-l ; - 1 ). 

Vậy AB = -2AC. Do đó ba điểm A, B, c thẳng hàng. 

f Ví dụ 2. Cho A(3 ; 4), B(2 ; 5). Tìm X để điểm C(- 7 ; x) thuộc đường thẳng AB. 

GIẢI 

Điểm c thuộc đường thẳng AB khi và chỉ khi : ba điểm A,B,C thẳng hàng 
<=> AC - kAB. 

Ta có ÃB = (-1 ; 1), Ãc = (-10 ; X - 4). 

AC = kAB = => * _ 4 = 10 => JC = 14. 

-1 1 


p Ví dụ 3. Cho bốn điểm >4(0 ; 1), B( 1 ; 3), C( 2 ; 7), D( 0 ; 3). Chứng minh hai 
đường thẳng AB và CD song song. 

GIẢI 

ÃB = (1 ; 2), CÒ = (-2 ; -4). Vậy CD = -2ÃB. Do đó hai đường thẳng /4£ 
và CD song song hoặc trùng nhau. 

Ta có AC = (2 ; 6), mà AB = (1 ; 2). Vậy hai vectơ AC và AB không cùng 
phương. Do đó điểm c không thuộc đường thẳng AB. Vậy ABIICD. 



VẤN đấ 9 

Tính toạ độ trung điểm của một đoạn thẳng, toạ độ của trọng tâm một 
tam giác 


1. Phương pháp 

Sử dụng các công thức sau : 

• Toạ độ trung điểm của một đoạn thẳng bằng trung bình cộng các toạ độ 
tương ứng của hai đầu mút. 

• Toạ độ của trọng tâm tam giác bằng trung bình cộng các toạ độ tương ứng 
của ba đỉnh. 


2. Các ví dụ 



Ví dụ 1. Cho tam giác ABC với >4(3 ; 2), B(-11 ; 0), C(5 ; 4). Tìm toạ độ 
trọng tâm G của tam giác. 


GIẢI 

Theo công thức toạ độ của trọng tâm tam giác ta có 


3-11+5 , 2+0+4 „ 

*c= —3 — =- 1 ->'g = — 3 =2. 


HÍP Ví dụ 2. Cho tam giác ABC có >4(1 ; -1), B(5 ; -3) đỉnh C trên Oy và trọng 
tâm G trên Ox. Tìm toạ độ của c. 
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GIAI 

Vì c nằm trên Oy nên ta có C(0 ; y). Vì trọng tâm G nằm trên Ox nên ta có 
G{x ; 0). Theo công thức toạ độ của trọng tâm tam giác ta có 

— 1 — 3 + }' n . 

y - 7 - -= 0 => V = 4. 

y G 3 

Vậy c có toạ độ là (0 ; 4). 



Ví dụ 3. Cho A(-2 ; 1), B(4 ; 5). Tìm toạ độ trung điểm 1 của đoạn thẳng 
AB và tìm toạ độ điểm c sao cho tứ giác OACB là hình bình hành, o là 
gốc toạ độ. 


GIẢI 

Theo công thức toạ độ trung điểm ta có 


-2 + 4 


x ĩ = 


= 1 ; 


v _ 1 + 5 
> 7 = . =3 


Vậy toạ độ / là (1 ; 3) (h. 1.33). 

Tứ giác OACB là hình bình hành khi và 
chỉ khi I là trung điểm của oc. Do đó 


2 


x c = 2. 


A c 



Hình 1.33 


= 3 => y c = 6. 

Vậy toạ độ c là (2 ; 6). 


c. CÂU HỒI VÀ BÀI TẬP 

1.36. Viết toạ độ của các vectơ sau : 

a = 2 Ỉ + 3} ; 6 = Ì7 - 5} ; c = 3 Ỉ ; d = -27. 

3 

1.37. Viết vectơ u dưới dạng u- xỉ+yj khi biết toạ độ của u là : 

(2 ; -3), (-1 ; 4), (2 ; 0), (0 ; -1), (0 ; 0). 
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1.38. Cho a — (1 ; —2), b — (0 ; 3). Tìm toạ độ của các vectơ 
x = a + b, ỵ = a-b, z = 3a-4b. 

1.39. Xét xem các cặp vectơ sau có cùng phương không ? Trong trường hợp cùng 
phương thì xét xem chúng cùng hướng hay ngược hướng. 

a) a = (2 ; 3), b = (-10 ; -15). b) u = (0 ; 7), V = (0 ; 8). 

c) m = (-2 ; 1), n = (-6 ; 3). d) c = (3 ; 4), 2 = (6 ; 9). 

e) 7 = (0 ; 5), 7 = (3 ; 0). 

1.40. a) Cho i4(-l ; 8), 5(1 ; 6), C(3 ; 4). Chứng minh ba điểm A, 5, c thẳng hàng. 

b) Cho j 4(1 ; 1), 5(3 ; 2) và C{m + 4 ; 2 m + 1). Tìm m để ba điểm A, B, c 

thẳng hàng. 

1.41. Cho bốn điểm A(-2 ; -3), 5(3 ; 7), C(0 ; 3), D (-4 ; -5). 

Chứng minh rằng hai đường thẳng A6 và CD song song với nhau. 

1.42. Cho tam giác ABC. Các điểm M(1 ; 1), N( 2 ; 3), 5(0 ; -4) lần lượt là trung 
điểm các cạnh BC, CA, AB. Tính toạ độ các đỉnh của tam giác. 

1.43. Cho hình bình hành ABCD. Biết A(2 ; -3), 5(4 ; 5), C(0 ; -1). Tính toạ độ 
của đỉnh D. 

1.44. Cho tam giác A6C có A(-5 ; 6), 5(-4 ; -1), C(4 ; 3). Tìm toạ độ trung điểm 
I của AC. Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành. 

1.45. Cho tam giác ABC có A {-3 ; 6), 5(9 ; -10), C(-5 ; 4). 

a) Tìm toạ độ của trọng tâm G của tam giác ABC. 

b) Tìm toạ độ điểm D sao cho tứ giác BGCD là hình bình hành. 

* 

1.46. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Chọn hệ toạ độ (o ; 7, 7), trong đó o là 

trung điểm của cạnh 5C, / cùng hướng với oc, j cùng hướng với ÕA. 

a) Tính toạ độ của các đỉnh của tam giác ABC. 

b) Tìm toạ độ trung điểm E của AC. 

c) Tìm toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

1.47. Cho lục giác đều ABCDEF. Chọn hệ toạ độ (o ; 7, 7), trong đó o là tâm 

của lục giác đểu, hai vectơ i và OD cùng hướng, j và Ẽc cùng hướng. 
Tính toạ độ các đỉnh của lục giác biết độ dài cạnh của lục giác là 6. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


1.48. Cho hình bình hành ABCD tâm o. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của 
AD và BC. Dựa vào các điểm A, B, c, D, o, M, N đã cho hãy : 

a) Kể tên hai vectơ cùng phương với AB , hai vectơ cùng hướng với AB, 
hai vectơ ngược hướng với AB (các vectơ kể ra này đều khác 0 ). 

b) Chỉ ra một vectơ bằng vectơ MO , một vectơ bằng vectơ OB. 

1.49. Cho hình bình hành ABCD. Gọi E và F lần lượt là trung điểm của hai cạnh 
AB và CD. Nối AF và CE, hai đường này cắt đường chéo BD lần lượt tại M 

và N. Chứng minh ~DM = ~MN = ~NB. 

1.50. Cho hai hình bình hành ABCD và ABEE với A, D, F không thẳng hàng. 

Dựng các vectơ EH và FG bằng vectơ AD. Chứng minh tứ giác CDGH là 
hình bình hành. 

1.51. Cho bốn điểm A, B, c, D. Tìm các vectơ : 

a) u- AB + DC + BE) + CA Ị b) V = AB + CE) + BC + DA . 

1.52. Cho lục giác đều ABCDEF và M là một điểm tuỳ ý. Chứng minh rằng : 

MA + MC + ~MỀ = MB + ~MD + MF. 


1.53. Cho tam giác ABC. Tim điểm M thoả mãn điều kiện MA - MB + MC = õ. 

1.54. Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Trên cạnh AC lấy hai điểm E và F 
sao cho AE = EF = FC, BE cắt trung tuyến AM tại N. Tính 

ÃE+ ÃF+ ÃN+ ÃĨN . 


1.55. Cho hai điểm A và B. Điểm M thoả mãn điều kiện I MA + MB\ -1 MA - MB 
Chứng minh rằng OM = AB, trong đó o là trung điểm của AB. 


1.56. Cho tam giác ABC và một điểm M tuỳ ý. Chứng minh rằng vectơ 
V = MA + MB — 2MC không phụ thuộc vào vị trí của điểm M. Hãy dựng 
điểm D sao cho CD = V . 
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1.57. Cho tam giác ABC. Gọi M, N, p là những điểm được xác định như sau : 


MB = 3MC, NC = 3NA, PA = 3PB. 

a) Chứng minh 2 OM = 30C-0B với mọi điểm o. 

b) Chứng minh hai tam giác ABC và MNP có cùng trọng tâm. 

1.58. Cho hình vuông ABCD, E là trung điểm của CD. Hãy phân tích AE theo 
hai vectơ u = AD, V = AB. 

1.59. Cho các điểm A, B, c trên trục (ơ ; e ) có toạ độ lần lượt là 5 ; -3 ; -4. 
Tính độ dài đại số của AB, BA, AC, BC. 

1.60. Cho hình thoi ABCD tâm o có AC - 8, BD = 6. Chọn hệ toạ độ (O ; /, j) 
sao cho 1 và oc cùng hướng, ~J và OB cùng hướng. 

a) Tính toạ độ các đỉnh của hình thoi; 

b) Tìm toạ độ trung điểm I của BC và trọng tâm của tam giác ABC ; 

c) Tìm toạ độ điểm đối xúng /' của / qua tâm o. Chứng minh A, /', D thẳng hàng; 

d) Tìm toạ độ của vectơ AC, BD, BC. 


CÂU HÓI TRĂC NGHIỆM 

1.61. Chọn khẳng định đúng : 

(A) Hai vectơ có giá vuông góc thì cùng phương ; 

(B) Hai vectơ cùng phương thì giá của chúng song song ; 

(C) Hai vectơ cùng phương thì cùng hướng ; 

(D) Hai vectơ cùng ngược hướng với vectơ thứ ba thì cùng hướng. 

1.62. Nếu hai vectơ bằng nhau thì chúng 

(A) có độ dài bằng nhau ; (B) cùng phương ; 

(C) cùng điểm gốc ; (D) cùng hướng. 

Hãy tìm khẳng định sai. 

1.63. SỐ các vectơ có điểm đầu và điểm cuối là 2 trong 6 điểm phân biệt cho 
trước là 

(A) 12 ; (B) 21 ; (C) 27 ; (D) 30. 


44 



1.64. Số các vectơ có điểm đầu là một trong 5 điểm phân biệt cho trước và có 
điểm cuối là một trong 4 điểm phân biệt cho trước là 

(A) 20; (B) 10; ■ (C) 9 ; (D) 14. 

1.65. Chọn khẳng đinh đúng trong các hệ thức sau : 

(A) ÃB + ÃC = BC ; (B) MP + NM = NP ; 

(C) CA+ BẤ = CB \ (D )ÃĂ + BB = ÃB. 

1.66. Cộng các vectơ có cùng độ dài bằng 5 và cùng giá ta được kết quả sau : 

(A) Cộng 5 vectơ ta được kết quả là 0 ; 

(B) Cộng 4 vectơ đôi một ngược hướng ta được 0 ; 

(C) Cộng 121 vectơ ta được 0 ; 

(D) Cộng 25 vectơ ta được vectơ có độ dài là 10. 

Hãy chọn khẳng định đúng. 

1.67. Chọn đẳng thức đúng : 

(A) ĂB-ĂC = ~BC ; (B) ÃM+ BM = ÃB \ 

(C)PM-PN = NM; (D) ÃẴ-BB = ÃB ., 

1.68. Nếu a và b là các vectơ khác 0 và a là vectơ đối của b thì chúng 

(A) cùng phương ; (B) cùng độ dài; 

(C) ngược hướng ; (D) có chung điểm đầu. 

Hãy chọn khẳng định sai. 

1.69. Vectơ tổng ~MN + PQ+ RN + ~NP + QR bằng 

(A) MR (B) ~MN ; (C) PR ; (D) MP. 

1.70. Cho tam giác đều ABC. Hãy chọn đẳng thức đúng 

(A) ĂB = ÃC ; (BỌ ÌÃẽị = ÌÃc\ ; 

(C) ÃB + BC = CA ; (D )Ãè-BC = b. 

1.71. Cho hình bình hành ABCD tâm o. Tìm khẳng định sai trong các khẳng 
định sau : 

(A) AB + AD = AC ; (B) ÃẼ-ÃD = DB ; 

(C) AO = BO ; (D) ÕẢ + ÕB = CB . 


45 



1.72. Cho G là trọng tâm của tam giác ABC và / là trung điểm của BC. Hãy chọn 
đẳng thức đúng: 

(A) GA = 2GỈ ; 

(B) GB + GC = 2GỈ ; 

(C) ĨG = Ị-ÃÌ \ 

3 

(D) GĂ = ịÃJ. 

3 

1.73. Cho tam giác ABC, E là điểm trên cạnh BC sao cho BE = --BC. Hãy chọn 

4 

đẳng thức đúng : 

(A) ÃỄ = 3ÃB + 4ÃC ; 

(B) ÃỀ = ịÃB + ịÃC ; 

4 4 

(C) ÃE = ị-ÃB -ịÃC ; 

3 5 

(D) ÃỄ = ịÃB + ịÃC. 

4 4 

1.74. Cho tam giác ABC và / là trung điểm của cạnh BC. Điểm G có tính chất 
nào sau đây thì G là trọng tâm của tam giác ABC : 

(A) GA = 2 Gỉ ; 

(B) 7Ẽ + BG + CG = ữ ; 

(Q GB + GC = 2GỈ ; 

(D) Gỉ = ị-An 
3 

1.75. Cho a = (1 ; 2), b = (2 ; 3), c = (-6 ; -10). Hãy chọn đẳng thức đúng : 

(A) a + b và c cùng hướng ; 

(B) a + b và a-b cùng phương ; 

(C) a-b và c cùng hướng ; 

(D) a + b và c ngược hướng. 
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1.76. Cho ba điểm /1(0 ; 3), 5(1 ; 5), C(-3 ; -3). Chọn khẳng định đúng. 

(A) A,B,C không thẳng hàng ; 

(B) A,B,C thẳng hàng ; 

(Q Điểm B ở giữa A và c ; 

* 

(D) A6 và AC cùng hướng. 

1.77. Cho tam giác ABC có /1(1 ; -3), 5(2 ; 5), C(0 ; 7). Trọng tâm của tam giác 
ABC là điểm có toạ độ : 

(A) (0 ; 5) ; 

(B) (1;V2); 

(C) (3 ; 0); 

(D) (1 ; 3). 

1.78. Cho hai điểm /1(3 ; -5), 5(1 ; 7). Chọn khẳng định đúng : 

(A) Trung điểm của đoạn thẳng AB là điểm (4 ; 2); 

(B) Toạ độ của vectơ A6 là (2 ; -12); 

(C) Toạ độ của vectơ A6 là (-2 ; 12); 

(D) Trung điểm của đoạn thẳng A6 là điểm (2 ; -1). 

1.79. Cho a = (2 ; -4), ĩ> = (-5 ; 3). Toạ độ của vectơ u = 2a-ĩ> là 

(A) u = (7 ; -7) ; 

(B) u = (9 ; -11); 

(C) u = (9 ; 5); 

(D) u = (-1 ; 5). 

1.80. Cho M( 1 ; -1), N( 3 ; 2), 5(0 ; -5) lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA 
và A6 của tam giác ABC. Toạ độ của điểm A là 

(A) (2 ; -2); (B) (5 ; 1); 

(C)(V5;0); (D) (2 ; V 2 ). 

1.81. Cho hình bình hành ABCD có A (-2 ; 3), 5(0 ; 4), C(5 ; -4). Toạ độ đỉnh D là 

(A) (\fĩ ; 2); (B) (3 ; -5); 

(C) (3 ; 7); (D) (3 ; V 2 ). 
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1.82. Cho M(5 ; —3). Kẻ MM J vuông góc với Ox, MM 2 vuông góc với Oy. Khăng 
định nào đúng ? 

(A) ÕM X = -5 ; 

(B) ~ÕM 2 = 3 ; 

(C) ~ÕM x -ÕM 2 có toạ độ (-5 ; 3); 

(D) OM x + OM 2 có toạ độ (5 ; -3). 

1.83. Cho bốn điểm A(0 ; 1), B(-l ; -2), C( 1 ; 5), D (-1 ; - 1 ). 

Khẳng định nào đúng ? 

(A) Ba điểm A,B,C thẳng hàng ; 

(B) Hai đường thẳng AB và CD song song ; 

(C) Ba điểm A,B,D thẳng hàng ; 

(D) Hai đường thẳng AD và BC song song. 

1.84. i và j là hai vectơ đơn vị của hệ trục toạ độ (o ; i, j). Toạ độ của vectơ 

2Ĩ + 7 là 

(A) (1 ; -2); 

(B) (-3 ; 4); 

(C) (2 ; 1 ); 

(D) (0; yỈ3). 


1.85. Cho tam giác ABC trọng tâm là gốc toạ độ, biết toạ độ hai đỉnh là A(-3 ; 5), 
B(0 ; 4). Toạ độ của đỉnh c là 

(A) (-5 ; 1); 

(B) (3 ; 7); 

(C) (3 ; -9); 

(D) (V5 ; 0 ). 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 


1 . 1 . 


1 . 2 . 


1 . 3 . 


a) Với hai điểm A, B có hai vectơ AB, BA ; 

b) Vớị ba điểm A, B, c có 6 vectơ AB, BA, AC, CA, BC, CB ; 

c) Vói bốn điểm A, B, c, D có 12 vectơ (học sinh tự liệt kê). 

/ 


BC = ÃD, CB = DĂ, 

ÃB = DC, BĂ =CD, 

ÕB = DỎ, BÒ = ÕD, 

ÃÕ = ÕC, CÒ = 04 (h.1.34). 

MN = PQ và -MN u PQ vì 
chúng đều bằng -- AC và đều 

song song với AC (h. 1.35). 

Vậy tứ giác MNPQ là hình 
bình hành nên ta có 

~NP = MQ, PQ = NM. 



Hình 1.35 


MNIIBC và MN = ịfiC, A 

2 

hay IvmUỊScI (h.1.36). 

Á* 

Vì MN H BC nên NM và BC cùng phương. 

B c 

Hình 1.36 



• y T HH10■ A 
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B 


1.5. Tứ giác ABCD có AB = DC nên 
AB = DC và ABIIDC. Do đó ABCD 
là hình bình hành, suy ra : 

ÃD = BC (h.1.37). 


A 



c 



1 . 6 . 


a) Nếu AB và AC cùng hướng và 
điểm A và £ (h. 1.38): 


AB > AC thì điểm c nằm giữa hai 


A c B 

-X-►- 

ỉ 

Hình 1.38 


b) Nếu AB và AC ngược hưóng thì điểm A nằm giữa hai điểm B và c 
(h.1.39): 

CA b 

-< - * - » - 

Hình 1.39 


, c) Nếu AB và AC cùng phương thì chúng có thể cùng hướng hoặc ngược 
hướng. 

Trường hợp AB và AC cùng hướng : 

- Nếu ABÌ > \ac\ thì c nằm giữa A và B. 

- Nếu AB\ < \ac\ thì B nằm giữa A và c. 

Trường hợp AB và AC ngược hướng thì A nằm giữa B và c. 


1.7. Ta có AM = BA 

NP = DC = ÃB (h.1.40). 

Suy ra AM = NP và AM IINP. Vậy 
tứ giác AMNP là hình bình hành. (1) 


Ta có PQ = BC 


MN = DA = CB 



Hình 1.40 
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4 -BTHH10-B 



suy ra PQ = MN và PQIIMN. Vậy tứ giác MNPQ là hình bình hành. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra A = Q hay AQ = 0. 

§2. TỔNG VÀ HIỆU CỦA HAI VECTƠ 

1 . 8 . ÃB + BC + CD + DẼ = ÃC + CD + DE = ÃD + DE = ÃẼ. 

1 . 9 . AB-CD-AC-BD <=> AB + BD = AC + CD <=> AD = AD. Như vậy hệ 
thức cần chứng minh tương đương với đẳng thức đúng. 

1 . 10 . a) OA + OB = 0 => OB = -OA => OB = OA, ba điểm A, o, B thẳng hàng và 
điểm o ở giữa A và B. Suy ra o là trung điểm của AB. 

b) CM + ~ÃB = õ => ÕB = 0 => B = o. 

1 . 11 . Trong tam giác đều ABC, tâm o của đường tròn ngoại tiếp cũng là trọng 
tâm của tam giác. Vậy OA + OB + oc = 6. 

1 . 12 . ÕẴ + ÕB + ÕC + ÕD = (ÕĂ + ÕC) + (ÕB+ ÕD) = 0 + 0 = 0. 

A 

1 . 13 . FM u BE vì FM là đường trung bình 
của tam giác CEB. 

Ta có EA = EF. Vậy EN là đường 
trung bình cùa tam giác AFM. Suy 
ra N là trung điểm của AM. Vậy 

NA = -NM (h.1.41). 

1 . 14 . a) MA - MB - BA <=> BA = BA. Vậỵ mọi điểm M đểu thoả mãn hệ thức a). 

b) MA - MB = AB <=> BA = AB <=> A = B, vô lí. Vậy không có điểm M nào 
thoả mãn hệ thức b). 

c) MA + MB = 0 <=> MA = -MB. Vậy M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

1 . 15 . Vẽ hình bình hành CADB. Ta có CA + CB = CD, 
do đó \cĂ + cê\ = CD. 
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Vì CA-CB = BA,áo đó \CA-CB\ = BA. 

Từ I CĂ + CB = 

CD = AB (h. 1.42). 


CA - CB suy ra 


Vậy tứ giác CADB là hình chữ nhật. Ta 
có tam giác ACB vuông tại c. 


A D 



Hình 1.42 


1 . 16 . AB + BC + CD = AE-DE « AC + CD = AE + ED « AD = AD. 

1 . 17 . OA + OB = 0C trong đó OACB là hình bình hành, oc là phân giác góc 
ẤOB khi và chỉ khi OACB là hình thoi, tức là OA = OB. 


1 . 18 . 


1 . 19 . 


f ì+ f 2 =oa 


F. + 


= 0A= 100>/3. 


Vậy cường độ của hợp lực là 

I0ÓV3 N (h.1.43). 


(Xem h.1.44) 
a) ÃB = ÕB-ÕĂ 



DC = oc - OD. 

Vì AB = DC nên ta có OB - OA = oc - OD. 
Vậy ÕB + ÕD = ÕĂ + ÕC. 

b) Tứ giác AMOE là hình bình 
hành nên ta có ME = MA + MO ( 1 ) 

Tứ giác OFCN là hình bìnji 
hành nên ta có FN = F0 + FC (2) 


AM B 



Hình 1.44 


Từ (1) và (2) suy ra ME + FN = MA + MO + F0 + FC 

= (MA + FO) + (MO + ~FC)=BẴ + BC = BD 

(vì To = BM, ~MÒ = ~BF). 

Vậy BD = ~ME + ~FN . 
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§3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT số 


1.20. à)m = 1 ; b)m = -\\ 

d) m = -Ị ; t)m = 0 ; 

3 

h) Mọi giá trị của m đều thoả mãn. 


c) m = 4 ; 
g) Không tồn tại; 


1.21. a ) a = b => a = b và a, b cùng hướng. Ta có ma = \m\ a , mb\ = \m\ ĩ> 


do đó 


ma 


= 1 mb\. 


ma vằmb cùng hướng. Vậy ma = mb. 


b) ma 


-» 

-» 

-» 

-* 


-» 

= mb => 

ma 

= mb => 

a 

— 

b 


vì m * 0 ; 


ma vằmb cùng hướng => a và b cùng hướng. 
Vậy a = ĩ). 


c ) ma = na 


-* 


-* 



ma 

— 

na 

z=> 

m 


= |/z| vì a * 0 ; 


ma và na cùng hướng => m vầ n cùng dấu. 
Vậy m-n. 


1.22. a + a + ... + a = (1 + 1 + ... + l)a = na. 

1 . 23 . GA + GB + GC = 6 

c=> GA +2GI = õ (/là trung điểm của BC) 
o GẢ =-2GÌ. 

Từ đó suy ra ba điểm A,G, I thẳng hàng, trong đó GA = 2GI, G nằm giữa A 
và I. 

Vậy G là trọng tâm của tam giác ABC. 

1 . 24 . Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm của hai tam giác ABC và A B 'C Ta có 

ÃA'= ÃG+ GG'+ ỠA' 

BB'= BG+ GG’+ GB' 

Cơ = cõ + GG’ + ỠƠ. 
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Cộng từng vế của ba đẳng thức trên ta được 


AA' + BB’ + cc = 3GG'. 

Do đó, nếu AA' + BB' + cc' = 6 thì GG' - 6 hay G = ơ. 

CS’ Chú ý : Từ chứng minh trên cũng suy ra rằng nếu hai tam giác ABC và 
ABC’ có cùng trọng tâm thì AA' + BB' + CC' = 5 . 

1 . 25 . (Xem h. 1.45) 



Hãy tự vẽ trường hợp a - 2b. 


1 . 26 . (Xem h. 1.46) 


a) AD = 2AO = 2(AB + AF) =2AB + 2AF. 

b) ịÃB + ịĩìC = ị(ÃB + BC) = ịÃC 
2 2 2 2 

.LAC.la^ĩệ. 

2 2 2 


1 


1 


--AB + --BC 
2 2 



Hình 1.46 


1 . 27 . Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AB, AC. (h. 1.47) 

Ta có tứ giác AFME là hình bình hành nên AM = AE + AF 

= ịĂB + ị-ÃC 
2 2 
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Có thể chứng minh cách khác như sau : 

Vì M là trung điểm của BC nên 2 AM = AB + AC 

hay ÃM = ^(ÃỈ + ÃC) 

2 

= ịỹỹỉ + ịÃC. 

2 2 



B M c 

Hình 1.47 


1.28. AK = )-(AM + AN) 

1 ( 1 -— 2-~C\ 

= 4- ±AB + =-AC 

2{2 3 J 

= ịĂB + ịÃC (h.1.48) 
4 3 


A 



B c 


Hình 1.48 


1.29. (Xem h. 1.49) 

a) Bơ = CA => tứ giác ACBC' là hình bình hành => Aơ = CB. 
AB' + Aơ = BC + CB = BB - 6 => A là trung điểm của B ’C 


b) Vì tứ giác ACBC' là hình bình hành 
nên Cơ chứa trung tuyến của tam giác 
ABC xuất phát từ đỉnh c. Tương tự 
như vậy với AA BB’. Do đó AA BB\ 

Cơ đồng quy tại trọng tâm G của tam 
giác ABC. 

1.30. (Xem h. 1.50) 

a) BỈ = BĂ + Ãỉ = -ĂB + ịÃC. 

4 

, 2 — 2( —• 3—A 2—? 1 —: 

b ) ±BI = =- -AB + ịAC =-=-AB + ^-AC. 

3 3 V 4)32 

Vậy BJ = ^BI . Suy ra ba điểm 

B, J, I thẳng hàng. 

Học sinh tự dựng điểm J. 



Hình 1.49 


A 



Hình 1.50 


55 



1.31. MA + MC = 2 MO (vì o là trung điểm của AC ) 
MB + MD = 2 MO (vì o là trung điểm của BD). 
Vậy ĂM + MÉ + MC + MD = 4MƠ (h.1.51). 


A D 

— Hình 1.51 

132. ỊJ = IA + AB + BJ 

ĨJ = ĨC + CD + DJ (h.1.52). 

Cộng từng vế hai đẳng thức trên ta được 

2Ã/ = (M + 7 C) + ÃB + CD + (BJ + DJ) = ÃB + CD. 


B 



1.33. Gọi G là trọng tâm của tam giác ANP. Khi đó GA + GN + GP = õ (h. 1.53). 
Ta có GC + GM + GQ = GA+ ÃC+ GN+ NM+ GP+ PQ 

= (GẢ + GN + GP) + ÃC + ĨNM + PQ) 

= Ãc+CA =Õ 
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1.34. (Xem h. 1.54) 

a) ~KẦ + 2KB = CB 
<=> KĂ + 2KB = KB-KC 

<=> XA + XB + XƯ = 5 

<=> A' là trọng tâm của tam giác ABC. B c 

Hình 1.54 

b) ÃĨĂ + MB + 2MC = d 

<=> 2MI + 2MC = 0 (/là trung điểm của AB) 
hay MI + MC = 0 M là trung điểm của ỈC. 

1.35. (Xem h. 1.55) 

a) Vì AD là đường kính của đường ừòn tâm o nên BD _L AB, DC -L AC. 

Ta có CH 1AB,BH1 AC nên suy ra CH // BD và BH ỉ ỉ DC . 

Vậy tứ giác HCDB là hình bình hành. 

b) Vì o là trung điểm của AD nên HA + HD = 2HO (1) 

Vì tứ giác HCDB là hình bình hành nên ta có HB + HC - HD. Vậy từ (1) 
suy ra 

HĂ + ĨĨB +HC = 2HO (2) 

Theo quy tắc ba điểm, từ (2) suy ra 

HỎ + ÕĂ + ~HỎ + ÕB + ~HỎ + Õc = 2ĨĨÕ. 

Vậy ÕÃ + ÕB+ÕC = ÕH. (3) 

c) G là ừọng tâm của tam giác ABC. 

Ta có ÕĂ + ÕB +ÕC = 3ÕG. 

Từ (3) suy ra OH = 3 OG . Vậy ba điểm 
o, H, G thẳng hàng. 

Trong một tam giác trực tâm H, ữọng 
tâm G và tâm đường tròn ngoại tiếp o 
thẳng hàng. 

Hình 1.55 


A 



D 
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§4. HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ 


1 . 36 . a = (2 ; 3), b = 4-;— 5 , c = (3 ; 0), d = (0 ; -2). 

v3 ) 

1 . 37 . u = (2 ; -3) => u = 2Ỉ-3j 

u = (-1 ; 4) => u = -T+ Ãj 

u = (2 ; 0) => U = 2Ỉ 
u = (0 ; -1) => u = 

u = (0 ; 0) => u = ÕỈ+Õj = õ. 


1 . 38 . X = (1 ; 1), y = (1 ; -5), z = (3 ; -18). 

\ 

1 . 39 . a) a, b rigược hướng ; 

b) u, V cùng hướng ; 

c) m, n cùng hướng ; 

d) c, d không cùng phương ; 

e) e, f không cùng phương. 


1 . 40 . a) AB = (2 ; -2), AC = (4 ; -4). 

Vậy AC =2 AB => ba điểm A, B, c thẳng hàng. 

b) AB = (2 ; 1), AC = (m + 3 ; 2 m) 

_ ... . „ . ,J m + 3 2 m 

Ba điếm A, B, c thang hàng o —^— = —-<=> m 


1 . 41 . 


AB = (5 ; 10), CD - (-4 ; -8). Ta có CD = ~—AB, vậy hai đường thẳng 
AB và CD song song hoặc trùng nhau. 

Ta có AC = (2 ; 6) và AB không cùng phương vì 

2 6 

Vậy ABIICD. 
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1 . 42 . 


MN =(1 ;2) 


PA = ( X A ; y A + 4) (h. 1.56). 


Vì PA = MN suy ra ị 


X A = ỉ 
A 


ỵ A+ 4 = 2 

Ị x a =1 
y A =~ 2 - 


Tương tự, ta tính được 


X B 1 

Ợ B = - 6 



Vậy toạ độ các đỉnh của tam giác là A( 1 ; -2), B {-1 ; -6) và C(3 ; 8). 


1 . 43 . BA = (-2 ; -8) 

CD = {x D \y D + 1). VI BẢ = CD nên 



Vậy toạ độ đỉnh D là (-2 ; -9) (h. 1.57). 
Nhận xét: Ta có thể tính toạ độ đỉnh D 

dựa vào biểu thức BD = BA + BC . 



1 . 44 . Gọi I là trung điểm của AC. 


-5 + 4 1 6 + 3 9 

X, =——— = -- ; y, = ■ 

1 2 2 1 2 2 

Tứ giác ABCD là hình bình hành <=> / là trung điểm của BD. 



Vậy toạ độ đỉnh D là (3 ; 10) (h.1.58). Hình 1.58 
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1.45. X G - 


-3 + 9-5 1 

3 ~3 


6-10 + 4 

y =- ~ =0 (h.1.59) 

G 3 

Tứ giác BGCD là hình bình hành 

■'11 N 


thì toạ độ điểm D là D --T ; -6 
• 7 







1.46. (Xem h. 1.60) 

a4 3 


a) A 


0 ; 




b) E 






a a\ị 3 
4 ; ~T~ 


\ 

J 

\ 

) 


( 


, B 




oỊ cíj;0 
2 J u 


c) Tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều trùng với trọng tâm của 

0 ; ă" 


tam giác G 





) 


1.47. A (-6 ; 0), D(6 ; 0), 5(-3 ; 3yỈ3), C(3 ; 3^3), F {-3 ; -3^3), £(3 ; -3^3) 
(h.1.61). 

Người ta có thể nhận xét về tính đối xứng của các đỉnh qua tâm o hoặc qua 
các trục Ox, Oy để tìm toạ độ các đỉnh của lục giác đểu. 
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG I 


1.48. (Xem h. 1.62) 

a) Hai vectơ cùng phương vói AB là MO , CD ; 
Hai vectơ cùng hướng với AB là ON , DC ; 
Hai vectơ ngược hướng vói AB là OM , NO . 

b) Vectơ bằng MO là ON ; 

Vectơ bằng ÕB là Dỗ . 


B N c 



Hình 1.62 


1.49. AECF là hình bình hành => EN II AM 

E là trung điểm của AB => N là trung điểm của BM, do đó MN = NB. 
Tương tự, M là trung điểm của DN, do đó DM = MN. 

Vậy DM = ~MN = lw (h.1.63). 

A E B 



Hình 1.63 


1.50. EH = AD , FG = AD => EH = FG 
=> tứ giác FEHG là hình bình hành 

^GH = FE(h.ỉM). (1) 

Ta có DC = AB , AB = FE 

=> ~DC = ~FE. (2) 

Từ (1) và (2) ta có GH = DC . 

Vậy tứ giác GHCD là hình bình hành. 


D c 



Hình 1.64 
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1 . 51 . a) u = AB + DC + BD + CA = (AB +BD) + (DC+ CA) = AD + DA = AA = õ. 
b) V = ÃB + CD + BC + DĂ = ĨDĂ + ÃB) + (BC + CD) = DB + BD = DD = 0. 

1.52. Gọi o là tâm lục giác đều. Khi đó o 
là trọng tâm của các tam giác đều 
ACE vâBDF (h.1.65). 

Do đó, với mọi điểm M ta có 

ĨÃẤ + ĩđC+ ĨắẼ = ÍMỎ 

MB+ MD+ MF = 3MÕ 
Vậy ta có đẳng thức cần chứng minh. 

_. _. _. _ _. __. Hình 1.65 

1.53. MA - MB + MC = 0 <=> BA = CM (h. 1.66). 

M là đỉnh của hình bình hành ABCM. 

A M 



Hình 1.66 

1.54. Ta có ~ÃỀ = ~FC (h.1.67). 

Vì MF lí BE nên N là trung điểm của AM, suy ra AN + MN = õ. 
Do đó AE + AF + AN + MN = AF + FC - AC. 


A 



Hình 1.67 
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1.55. MA + MB = 2MO => \mA + MB = 2M0 

# 


M 


B 


MA - MB = BA => MA-MB =AB (h.1.68). 

Vậy 2MO = A6 hay OM = ị AB. 

2 

D3P c/rú y. Tập hợp các điểm M có tính 

chất A//4 + MB = I MA - Mfi là đường 
tròn đường kính AB. 



Hình 1.68 


1.56. V = MA + MB - 2MC 

= 2ME - 2MC ( E là trung điểm cạnh AB) 

= 2{ME-~MC) = 2CỀ. 

Vậy V không phụ thuộc vị trí của điểm M. 

CD = V = 2CE thì E là trung điểm của CD. Vậy ta dựng được điểm D. 


1.57. (Xem h. 1.69) 

a) 3 ÕC-ÕB = 3 (ÕM + MC)-(ÕM + MB) 

= (3ÕM-ÕM) + (3MC-MB) = 2 ÕM. 

b) Gọi S,QvằR lần lượt là trung điểm của BC, CA và AB. 

MB = 3MC =>CM = SC 
NC = 3 NÃ =>ÃN = CQ 
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1.58. 


1.59. 

1.60. 


Gọi F là trung điểm của cạnh AB. Ta có 

AẼ = AD + AF = M + Ậv. 

2 

Vậy ~ÃỀ = w+-^-v(h.l.70). 


AB = -8, BA =8, AC =-9, BC =-l. 



(Xem h. 1.71) 

a) A(-4 ; 0), C(4 ; 0), B(0 ; 3), D(0 ; 

b) /(2; |),G(0; 1). 


-3). 


c) /'(-2 ; -ị ) 

Ã? = (2;-|), ĂD =(4;-3). 

Vậy AD = 2 /47'. Suy ra ba điểm A, I', D thẳng hàng 

d) ^4C = (8 ; 0), BD = (0 ; -6), BC = (4 ; -3). 



Hình 1.71 


CẢU HỎI TRẮC NGHIỆM 


1.61. Chọn (D). 

1.62. Chọn (C). 

1.63. Với mỗi cặp hai điểm ta có 2 vectơ. Vậy số các vectơ không thể là số lẻ. 
Với 6 điểm thì có nhiều hơn 6 cặp điểm khác nhau, nên sô' vectỡ phải lốn 
hơn 12. 

Chọn (D). 

1.64. Chọn (A). 

1.65. Chọn (B). 
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1.66. Tổng một sô lẻ vectơ có độ dài bằng 5 và cùng giá không thê là vectơ- 
không. Chọn (B). 

1.67. Chọn (C). 

1.68. Chọn(D). 

1.69. Chọn(B). 

1.70. Chọn (B). 

1.71. Chọn (C). 

•1.72. GA và GI ngược hướng. Các cặp vectơ IG, AI và GA , AI cũng ngược 
• hướng. Chọn (B). 

1.73. Khi phân tích AE = hAB + kAC thì hai số h, k không thể lớn hơn 1, không 
có số âm và không thể bằng nhau. Chọn (B). 

1.74. Chọn(B). 

1.75. Tính toạ độ của a + ĩ) và a-ĩ>. Ta thấy c - -2( a + ĩ )). Chọn (D). 

1.76. ÃB =(1 ;2), Ãc = (-3 ;-6). Chọn (B). 

1.77. Tổng ba hoành độ và ba tung độ của ba đỉnh đều khác không và toạ độ 
không thể là 4Ĩ . Chọn (D). 

1.78. Chọn(C). 

1.79. Chọn (B). 

1.80. Kiểm tra đẳng thức PA = MN bằng toạ độ. Chọn (A). 

1.81. Kiểm tra đẳng thức BA = CD bằng toạ độ. Chọn (B). 

1.82. Khẳng định đúng là (D) vì OM = OM\ + OM 2 và toạ độ của M là toạ độ 
của vectơ OM . Chọn (D). 

1.83. Chọn(B). 

1.84. Nhận xét rằng toạ dộ của 2Ỉ+-j không thể là số âm và số vô tỉ. Chọn (C). 

1.85. Tổng các hoành dô và tung dộ của ba đỉnh phải bằng 0. Chọn (C). 
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ChươNq II 

TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 

VÀ ỨNG DỤNG 


§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC 

BAT KÌ TỪ 0° ĐẾN 180° 

CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

I. Định nghĩa : Với mỗi góc a 

(0° < a < 180°) ta xác định được 
một điểm M trên nửa đường tròn đơn 

vị (h. 2.1) sao cho xOM = a . Giả 
sử điểm M có toạ độ là M(x ữ ; yg). 

Khi đó : 

• Tung độ y 0 của điểm M gọi là sin cửa 
góc a và được kí hiệu là sin ỚT = y 0 . 

• Hoành độ x 0 của điểm M gọi là côsin của góc a và được kí hiệu là cos a = A' 0 . 

V 

• Tỉ số — với x 0 * 0 gọi là tang của góc a và được kí hiệu là 

*0 ' 

_T 0 

tan a = 

x 0 

• Tỉ SỐ — với y 0 * 0 gọi là côtang của góc ữ và được kí hiệu là 

^0 

cota=^. 

^0 



5 - BTHH1Ổ- 0 



2. Các hệ thức lượng giác 

a) Giá trị lượng giác của hai góc bù nhau 

sin a- sin (180° - a) 
cos a = —cos (180° - a) 
tan <2 = -tan (180° - a) 
cot a= -cot (180° — a). 

b) Các hệ thức lượng giác cơ bản 

Từ định nghĩa giá trị lượng giác của góc a ta suy ra các hệ thức : 

.2 2 1 
■ sin a + cos a = 1 ; 


■ 

sin <2 

= tana(a* 90°); 

COSa = cota (a* 0° ; 180°); 


cos a 


sina 



1 

1 

■ 

II 

s 

o 

• 

í 

tana = —-— ; 



tana 

cota 


1 + tan 

2 1 

1 2 1 

■ 

cc — --- * 

1 + cot a = —-—• 



cos a 

sin z a 


3. Giá trị lượng giác của các góc đặc biệt 
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4. Góc giữa hai vectơ 

Cho hai vectơ ứ và 6 đều khác vectơ 0. Từ một điểm o bất kì ta vẽ 
OA = a và OB = ĩ). Khi đó góc AOB với số đo từ 0° đến 180° được gọi là 
gốc giữa hai vectơ a và b (h.2.2) và kí hiệu là \a,b). 




Hình 2.2 


\ 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 



VẤN đÊ 1 


Tính giá trị lượng giác của một &ó góc đặc biệt 

1. Phương pháp 

• Dựa vào định nghĩa, tìm tung độ y 0 và hoành độ x 0 của điểm M trên nửa 
đường tròn đơn vị với góc xOM = a và từ đó ta có các giá trị lượng giác : 


._ y 0 

sin a = y 0 ; cos a = X Q ; tana = — ; cot« = 


_ ^0 


0 


y, 


0 



• Dựa vào tính chất: Hai góc bù nhau có sin bằng nhau và có côsin, tang, 
côtang đối nhau. 

2. Các ví dụ 

* 

Ví dụ 1. Cho góc a- 135°. Hãy tính sina, cosa, tana và cota. 

GIẢI 

■ 

Ta có sin 135° = sin( 180° - 135°) = sin45° = ^ ; 


cosl35° = -cos( 180° - 135°) = -cos45° = - 
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tan135° = 


sin 135° 
cos135° 

Do đó C0tl35° = -1. 


| @f Ví dụ 2. Cho tam giác cân ABC có ê = c = 15°. Hãy tính các giá trị lượng 
giác của góc A. 

GIẢI 


Ta có Ă = 180° ~(b + C) = 180° -30° = 150°. 


Vậy sinA = sin(180° - 150°) = sin30° = ị- ; 


cosA = -cos( 180° - 150°) = - cos30° = - 



_ „ sin 150° V3 

tan A = — ——- = — 

cosl50° 3 

Do đó cot A = - yjs. 



VẤN 




Chứng minh các hộ thức vé giá trị lượng giác 


I. Phương pháp 

• Dựa vào định nghĩa giá trị lượng giác của một góc a (0° < a < 180°). 


• Dựa vào tính chất của tổng ba góc của một tam giác bằng 180°. 

• Sử dụng các hệ thức cos 2 a + sin 2 à = 1 ; tana = sưia ; tana = —— 

cos a cot a 


2. Các ví dụ 


Ví dụ 1. Cho góc a bất kì. Chứng minh rằng sin 4 « - cos 4 « = 2sin 2 a -1. 



GIẢI 

Cách 7. Ta có cos 4 a= (cos 2 a) 2 = (1 - sin 2 ạ) 2 = 1 - 2sin 2 a+ sin 4 a. 
Do đó sin 4 a-cos 4 a = 2sin 2 a-1. 

Cách 2. Ta biết rằng sin 4 a - cosa = (sin 2 a + cos 2 a)(sin 2 a - cos 2 à) 

- 1. [sin 2 a- (1- sin 2 ạ)] 

= 2sin 2 a - 1. 


Cách 3. Ta có thể sử dụng phép biến đổi tương đương như sau : 

sin 4 a- cos 4 a = 2sin 2 a- 1 (*) 

o sin 4 a - 2sin 2 a + 1 - cos 4 a = 0 

* 0 

0(1- sin 2 a) 2 - cos 4 a = 0 
o cos a - cos < 2 = 0 . 

Vì hệ thức cuối cùng luôn luôn đúng nên hệ thức (*) đúng. 



Ví dụ 2. Chứng minh rằng : 

a) 1 + tan 2 or = —— (với a 90°); 

cos 2 a 

b) 1 + cot 2 a= —ị— (với a* 0° ; 180°). 

sin a 


a) 1 + tan 2 a= 1 + 

b) 1 + cot oc = 1 + 


sin a 


2 

cos a 
cos a 


..2 

sin a 


Gỉ ẢI 

2 2 

cos a +sin a 1 


2 2 
cos a cos a 


2 2 
sin a +C0S a 


sin 2 a 


1 


• 2 „ 

sun a 


m Ví dụ 3. Cho tam giác ABC. Chứhg minh rằng 


a) sin A = sin (B + C ); 

, . A B + C 

b) cos _ = s n —-— 

2 2 


c) tan A = -tan (S + C). 
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GIẢI 


Vì 180° -A = B + C nên ta có : 

a) sin A = sin (180° -/4) = sin (B + C ); 

b) cos — 1 = sin ——— vì --- + ——— = 90 (hai góc phụ nhau); 

2 2 2 2 

c) tan A = -tan (180° -A) = -tan (B + C). 


ưẸ Vâm cTf -ị 

Cho biết một giá trị lượng giác của góc a, tìm cốc giá trị lượng giác còn 
lại của a 

9 

Ị. Phương pháp 

Sử dụng định nghĩa giá trị lượng giác của góc a và các hệ thức cơ bản liên 
hệ giữa các giá trị đó như: 

.22 , sina cosa 

sin a + cos a = 1 ; tana = —^— ; cota = —- ; 

cos a sin a 

1 . .2 ' 1 , 2 1 
1 + tan a = — - — ; 1 + cot a = —-— 

cos z a sin 2 a 

2. Các ví dụ 

|§lf Ví dụ 1. Cho biết cosa= hãy tính sina và tana. 

3 

GIẢI 

Vì cosa < 0 nên 90° < a < 180°. Suy ra sina> 0 và tana < 0. 

2 2 2 
Vì sin a + cos a = 1 nên thay giá trị cosa -—-2 vào ta có : 

3 

sin a + — = 1 => sin a = —. 

9 9 
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Vậy sina = 


tan a = 


sin a 


cos a 


s 

3 = _ 
_2 

3 


V5 

2 


Ví dụ 2. Cho góc a, biết 0° < a < 90° và tana = 2. 


Tính sina và cos a. 


Theo giả thiết ta có : 


sin a 
cos a 

2 


GIẢI 


= 2. Do đó sina = 2cos a. 


Mặt khác ta lại có : sin a + cos a = 1. 

* • 

Thay (1) vào (2) ta có : 4cos 2 a + cos 2 a = 1 

<=> 5cos 2 a = 1 => cos 2 a = —• 


( 1 ) 


( 2 ) 


Vì 0° < a < 90 nên cosa > 0, do đó cosa = — 7 ", mà sina 


= 2cos a nên ta 


có sin a - 


iS 


Ví dụ 3. Cho góc a, biết cosa = -z- Hãy tính sina, tana, cota. 

5 

GIẢI 

m . . y . , 9 16 . 4 ' v 

Ta có sin a= 1 - cos a - 1 —T— = -rz => sina = — (vì sina > 0) 

25 25 5 

sina 4 3 4 ^ 3 

tana = ——— = Do đó co ta = —• 

cosa 5 5 3 4 


Ví dụ 4. Cho góc a biết tanơ = -2. Tính cosa và sina. 

GIẢI 

Vì tana = -2 < 0 nên 90° < a < 180°, suy ra cos a < 0. 




Vì 1 + tan 2 # = —L— nên cos 2 # = 


1 


2 , 

cos a 


1 + tan a 


1 + 4 


Vậy cos a = - 


V5 


r 1 \ 


Mặt khác sin a = COSỚT. tan a = 


V 


.(- 2 ) = 


2V5 




N/ỉậrt Có thể dùng hệ thức sin a + cos # = 1 để tính sin a như sau 


• 2 _, _ 2 _, 1 _ 4 

sin a = 1 -cos #=!- — = —• 


Do đó sina= = —^~ (vì sin a> 0). 


V5 


VẨN đấ 4 

Cho biết một giá trị lượng giác của góc a, hãy xác dịnh góc a dó 

1. Phương pháp 

Sử dụng định nghĩa giá trị lượng giác của góc a để dựng góc a và trong một 
số trường hợp có thể sử dụng tỉ số lượng giấc của góc nhọn để dựng góc a. 

Tập sử dụng máy tính bỏ túi để xác định góc a. 


2. Các ví dụ 




Ví dụ 1. Xác định góc nhọn a biết sin a = d. 

5 

GIẢI 

Cách 1. Trên trục Oy của nửa đường 

( 3h 

tròn đơn vị ta lấy điểm ỉ = 0 ; 4 và 

V 5/ 

qua đó vẽ đường thẳng d song song với 
trục Ox (h.2.3). 
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Đường thẳng này cắt nửa đường tròn đơn vị tại hai điểm M và N ữong đó 

xOM là góc tù và xON là góc nhọn. Ta xác định được góc a - xON có 
3 


sina= —• 
5 


Cách 2. Ta dựng tam giác ABC vuông 
tại A , có AB = 3, BC = 5 (h.2.4). 


Ta có a= ACB vì sin/\cz? = 


AB _ 3 
BC - 5 



o 

Hình 2.4 


Cách 3. Dùng máy tính bỏ túi (Casio ÍX-500MS). 


MOOE 


• Chọn đơn vị đo : Sau khi mở máy ấn phím HB nhiều lần để màn hình hiện 
lên dòng chữ ứng với các số sau đây : 


Deg 

Rad 

Gra 

1 

2 

3 


Sau đó ấn phím 9UB để xác định đơn vị đo góc là độ. 


• Ta tính sina = — = 0,6 : 

5 

A y y ^ ^ 

An liên tiếp các phím sau đây : 

$WFT sin ' 1 


Ta được kết quả là : a « 36°52’ 11" 



Ví dụ 2. Xác định góc a biết rằng cos a= 


GIẢ1 

Cách 1. Trên trục Ox của nửa đường 


tròn đơn vị ta lấy điểm H = --- ; 0 

\ 3 ) 

và qua đó vẽ đường thẳng m song song 
với trục Oy (h.2.5). Đường thẳng này 
cắt nửa đường tròn đơn vị tại M. Ta có 

góc a = xOM. 



H (- ị: °)° 

Hình 2.5 
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Cách 2. Ta biết rằng cos a = -cos (180° - à). 

Theo giả thiết cos a = ", vậy cos (180° -«)=-■ 

3 d 

Ta dựng tam giác ABC vuông tại A có AB = 1, BC = 3 (h.2.6). 

Ta có cos ABC = -7 nên cos (180° - ABC ) = “ ■ 

3 3 

Vậy a = 180° - ABC - ABC' (tia BC' ngược hướng với tia BC). 



Cách 3. Dùng máy tính bỏ túi (Casio ÍX-500MS) 
Tương tự như tính sina. 

Vì cos a< 0 nên a là góc tù. 

Ấn liên tiếp các phún sau đây : 



Ta được kết quả là: a ~ 109°28'16". 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

2.1. Với những giá trị nào của góc a (0° < a < 180°) thì: 

a) sin a và cos a cùng dấu ? b) sin a và cos a khác dấu ? 

c) sin a và tan a cùng dấu ? d) sin a và tan a khác dấu ? 

2.2. _ Tính giá trị lượng giác của các góc sau đây : 

a) 120°; b)150°; c) 135° 

2.3. Tính giá trị của biểu thức : 
a) 2sin 30° + 3cos 45° - sin 60° ; 


b) 2cos30° + 3sin 45° - cos 60 








2.4. Rút gọn biểu thức : 

a) 4ữ 2 cos 2 60° + lab.cos 2 180° + % b 2 cos 2 30° ; 

3 

b) (ứ sin 90° + b tan 45°)(ứ cos 0 ° + b cos 180°). 

2.5. Hãy tính và so sánh giá trị của từng cập biểu thức sau đây : 
ã)A = cos 2 30° - sin 2 30° và B = cos 60° + sin 45° ; 

b) c = 2 tan 30 v £ £) = (-tan 135°). tan 60°. 

1 - tan 2 30° 

2.6. Cho sin ữ= — với 90° < ơ< 180°. Tính cos ớívà tan a. 

4 

y /2 ' 

2.7. Cho cos a= . Tính sin ỚT và tan a. 

4 

2.8. Cho tan a = 2 V 2 với 0° < a < 90°. Tính sin a và cos a. 

2.9. Biết tan á= y/ĩ . Tính giá trị của biểu thức A = — cos a 

sinor+cos f or 

. IA ..■ -- ■ _ 2 ; , .í , , ỵy cotor tanor 

2.10. Biết sin a= —. Tính giá trị cua biẽu thức B = ——— -. 

3 ’ cotỡr + tanor 

2.11. Chứng múih rằng với 0° < Jt < 180° ta có : 

a) (sin X + cos x) 2 = 1 + 2 sin X cos X ; 

b) (sin X - cọs Jf) 2 =1—2 sin cos X ; 

. c) sin 4 x + cos 4 x =1-2 sin 2 X cos 2 X. 

2.12. Chứng minh rằng biểu thức sau đây không phụ thuộc vào ữ : 

a) A = (sin a+ cos a) 2 + (sin a- cos a ) 2 ; 

b) B = sin «- cos 4 or- 2 sin 2 or+ 1. 
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§2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa 

Cho hai vectơ a và b khác vectơ 0. Tích vô hướng của hai vectơ ứ và ò là 
một số, kí hiệu là a.b , được xác định bởi công thức sau : 

ứ.S = |ứ|.|S|.cos(ứ,ố). 

Lưu ý: 

• Với a, b * 0, ta có : 

a .b = 0 o ã 1 è. 

? -no -: 2 

• a = a . a cosO = a . 

2. Các tính chất của tích vô hướng 

Với ba vectơ a, b, c bất kì và mọi số Ấ: ta có : 

a.b = b.a (tính chất giao hoán); 

a.(b + c) = a.b + a.c (tính chất phân phối); 

{ka).b - k(a.b) = a.(kb) ; 

-2 

a >0 ; 

-2 - -* 
a = 0 o a = 0 . 

(â + b) 2 = ~â +2aĩ> + ĩ> 

- r. 9 -2 - r 2 
(a-b) =a -2a.b + b 

r 7 W - 7 - -2 -.2 

(a + b)(a-b) = a -b . 
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3. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 

Trong mặt phẳng toạ độ (ơ ; i , j ) cho hai vectơ a = {a.\a 2 ),b = {bỳb 2 ). 
Khi đó tích vô hướng a.b là : a.b = a Ị b l + a 2 b 2 . 


4. ứng đụng của tích vô hướng 

a) Tính độ dài của vectơ. Cho a = (ứj; a 2 ), khi đó : 




b) Tính góc giữa hai vectơ. Cho a = (ứị ; a 2 ), b = (b J; b 2 ), khi đó : 


cos (a,b) = 


aĩ> _ a x b x + a 2 b 2 
\a\.\b\ + aị .yjbf + bị 


DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

VẤN đấ 1 

Tính tích vô hướng của hai vectơ 


1. Phương pháp 

• Ap dụng công thức của định nghĩa : a.b = 

• Dùng tính chất phân phối: a.(b + c) = a.b + ãl. 


a 


b .cos (a,b). 


2. Các ví dụ 

■ 

Ví dụ 1. Cho hình vuông ABCD cạnh a. 


Tính tích AB.AD và AB.AC. 


GIẢI 


AB.AD = I Ab| . I ád| . cos 90° =0 



Hình 2,7 



AB.AC = Afi|.Uc|.cos45° 

AB.AC = a.ayỉĩ.^ = a 2 (h.2.7). 

2 

ỄỄf Ví dụ 2. Tam giác ABC vuông tại c có AC = 9 , CB = 5. Tính ÃB.ÃC. 

GIẢI 

Ta có 

AB.AC = AB. AC .cos(AB,AC), 

—r* —- AC. 

trong đó cos(AB,AC ) = ——- 

AB 

(h.2.8). 

Vậy ÃB.ĂC = AB.AC.^r = AC 2 =9 2 =81. Hình2S 

AB 

Ễ§f Ví dụ 3. Tam giác ABC có A = 90°,'è = 60° và AB = a. Tính : 

a) ÃB.ÃC ; 

b) CẦ.CB ; 

c) 4C.ce. 

GIẢI 

Ta có BC = 2ứ , AC = aVã (h.2.9). 

a) AB.AC = AB . >\c|cos90 o = 0. 

A a B 

b) CA.CB * Ic^|.|cfi|cos30° = ayỈ3.2a.— = 3 a 2 . Hình 2 9 

2 

— 

c) AC.CB = AC . CB cosl50° = ay[ĩ.2a. ~ =- 3 a 2 . 

V 2 J 
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VẤN đÊ 2 


Chứng minh cốc đẳng thức vổ vectơ có liên quan đến tích vô hướng 

1. Phương pháp 

• Sử dụng tính chất phân phối của tích vô hướng đối với phép cộng các vectơ. 

• Dùng quy tắc ba điểm AB + BC = AC hay quy tắc hiệu AB = OB - OA . 

2. Các ví dụ 

t 

f Ví dụ 1 . Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng với điểm M tuỳ ý ta có 

MA.BC + MB.CẦ + MCÃB = 0 . 

GIẢI 

Ta có ÃM.5C = ~MA.{MC -~MB) = ~MAMC -~MAMB ( 1 ) 

~MB£Ả^~MB.(mẢ-~MC) = ~MBMẢ-~MBMC (2) 

~mcãb = ~mc.(mb-JỈẢ)=~mcmb-'mcma (3) 

Cộng các kết quả từ ( 1 ), (2), (3) ta được : 

ÃĨĂ.BC + ÃĨB.CA + ÃÍC.ÃB = 0. 



Ví dụ 2. Cho o là trung điểm của đoạn thẳng AB và M là một điểm tuỳ ý. 
Chứng minh rằng : MA.MB = OM 2 - OA 2 . 


GIAI 

Ta có ÃĨA.ÃĨB = iMO + ÕA).(ÃĨO + ÕB ) 

= Mơ + ~MÒ. (04 + ÕB) + ÕẢm = Mỏ 2 - ÕA 

* V ' 

5 


(vì OA + OB = ữ và OA.OB = -OA ). 


_ t ọ _^ 2 

Vậy MA.MB = OM 2 -OA 1 (vì OA = OA 2 , MO = OM 2 ). 



Ví dụ 3. Cho tam giác ABC với ba trung tuyến là AD, BE, CF. 
Chứng minh rằng BC.AD + CA.BE + AB.CF = 0. 

GIẢI 

Ta có ÃD = ị(ÃB + ÃC) (h.2.10). 

Do đó 2 BCÃD = BC.(ÃB + ÃC) 

= BC.ÃB + BC.ÃC. (1) 

Tương tự 2CA.BE = CA.BC + CA.BA (2) 

2ÃB.CĨ = ÃB.CB + ÃB.CA. (3) 

'T\W 1 \ /o\ t _ Hình 2.10 

Từ (1), (2), (3) ta suy ra 

2 ĨBC.ÃD + cXẼỀ + ÃB.C?) = 0 
hay BCÃD + CA.BE + AB.CF = 0. 




Chứng minh sự vuông góc của hai vectơ 



1. Phương pháp 

Sử dụng tính chất của tích vô hướng : a -L b <=> aĩ> = 0. 


2. Các ví dụ 



Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có góc A nhọn. 
Vẽ bên ngoài tam giác ABC các tam giác 
vuông cân đỉnh A là ABD và ACE. Gọi M là 
trung điểm của BC. Chứng minh rằng AM 


vuông góc với DE. 


GIẢI 

Ta chứng minh AM.DE = 0’(h.2.1 1 ). 


D 



BMC 
Hình 2.11 


6-BTHH10-A 
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Ta có 


2AM.DE = (ÃB+ ÃC)(ÃẼ-ÃD) 

= ÃBÃE-ÃB.ÃD + ÃC.ÃE-ÃC.ÃD 
= ÃBÃẼ-ÃCÃD 

= AB.AE. cos(90° + A) - AC.AD cos(90° + A) 
= 0 


K 


(vì AB - AD, AE = AC). 

Vậy AM -L DE suy ra AM vuồng góc với DE. 

Ví dụ 2. Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 3 và AD - asj2. 

Gọi K là trung điểm của cạnh AD. Chứhg minh rằng BK vuông góc với AC. 

GIẢI 

Gọi M là trung điểm của cạnh BC. 

Ta có AB = a, AC = BD = \2a+a = ayjĩ. 

Cần chứng minh BKÃC = 0 (h.2.12). 

Ta có BK = BẴ + BM = BẴ + ịÃD 

2 

ÃC = ÃB + ÃD. 

Vậy BKÃC = (BẴ + ị-ÃD).(ÃB + ÃD) 

= BẮ.ÃB + BĂÃD + ị ÃD.ĂB + ị ÃD.ÃD 

2 2 

= —cề" + 0 + 0 + —(ớV2) = 0. 

2 

Do đó BK.AC = 0. Ta có BK vuông góc với AC. 



Lí^a VẤN đấ 4 

Biểu thức toạ độ của tích vô hướng và các ứng dụng : tính độ dài của 
một vecto, tính khoảng cách giữa hai điểm, tính góc giữa hai vecto 
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6 - BTHH10-B 





1. Phương pháp 

• Cho hai vectơ a = (a. ; a 2 ) và b = (bị ; 6 2 ). Ta có a.b = ớịốị + ớ 2 ^ 2 . 

• Cho vectơ u = («J ; « 2 ). Ta có «1 = Vw ( 2 + w 2 . 

• Cho hai điểm A = (x A ; y*), B = (x b ; y B ). 

Ta có Afí = KI = Ặx B -x A ) 2 + {y B -y A ) 2 . 

• Tính góc giữa hai vectơ ứ = (ứj; ữ 2 ) vầ b = (bị ; 6 2 ): 




2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Trong mặt phẳng Oxy cho A - (4 ; 6), B = (1 ; 4), c = 

a) Chứng minh rằng tam giác ABC vuông tại A. 

b) Tính độ dài các cạnh AB, AC và BC của tam giác đó. 


GỈÁ1 

a) Ta có AB = (-3 ; -2), AC = 3 ;-ị và 

V 2/ 

' —. —, í 9 ^ 

AB.AC = (-3).3 + (-2). ~ =0. 

I 2 ) 

Vậy AB vuông góc với AC và tam giác ABC vuông tại A. 

b) AB = KI = V9 + 4 = Vĩ3, 



Nhận xét. Có thể chứng minh tam giác ABC vuông tại A bằng cách chứng 
minh rằng BC 2 = AB 2 + AC 2 . 
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Ví dụ 2. Tính góc giữa hai vectơ a và ĩ> trong các trường hợp sau 

a) 8 = (1 ; -2), b = (-1 ; -3); 

b) a = (3 ; -4), b = (4 ; 3); 

c) ả = (2 ; 5), 6 = (3 ; -7). 


Ơ/Ẩ/ 


a) cosở, «=g|=^=^=- = ^5=T 
Vậy (ấ, b) = 45°. 


ux _ ,1 _ 3.4 + (-4)3 _ 0 _ A 

b) cos (a, b ) = ——— = / / = — = 0. 

\a\.\b\ >/9 + 16.^16 + 9 25 


Vậy (ứ, 6) =90°. 


c) cos(a, b) = 


a.6 


ứ 


2.3+5.(-7) _ -29 

>/4 + 25 .>/9+ 49 ~ 29 V 2 ~ 


V2 

2 


Vậy (ứ, 6) = 135°. 


Ví dụ 3. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm A (2 ; 4) và B(11). Tìm toạ độ 
điểm c sao cho tam giác ABC là tam giác vuông cân tại B. 


GIẢI 


Giả sử điểm c cần tìm có toạ độ là ( X ; y). Để AABC vuông cân tại B ta 
phải có : 


BA.BC = 0 


BA = BC 


với BA =(1 ; 3) và BC (x- 1 ;y- 1). 

Điều đó có nghĩa là : 

ì.(x-l) + 3.(y-l) = 0 
y+3 2 =Cx-l) 2 +(y-l) 2 
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(3-3ỵ) 2 + (ỵ-l) 2 = 10 
í X = 4 - 3 y . 

ỊlOy 2 -20y = 0. 

Giải hệ phương trình trên ta tìm được toạ độ hai điểm c và C’ thoả mãn điều 
kiện của bài toán : . ' 

c = (4 ; 0) và C' = (-2 ; 2) (h.2.13). 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

2.13. Cho hai vectơ a và b đều khác vectơ 0. Tích vô hướng a. b khi nào 
dương, khi nào âm và khi nào bằng 0 ? 


2.14. Áp dụng tính chất giao hoán và tính chất phân phối của tích vô hướng hãy 
chứng minh các kết quả sau đây : 

(a + b) 2 = a + |ô| +2a.b ; 

(ả-b) 2 = a +|s| -2 a.b ; 


(a + b)(a-b)=a -|s| . 


2.15. Tam giác ABC vuông cân tại A và có AB = AC = a. Tính : 
a) ÃB.ÃC ; b) BA.BC ; c) AB.BC. 


2.16. Cho tam giác ABC CÓAB = 5 cm, BC = 7 cm, CA = 8 cm. 

a) Tính AB.AC rồi suy ra giá trị của góc A ; 

b) Tính CA.CB. 

2.17. Tam giác ABC CÓAB = 6 cm, AC = 8 cm, BC = 11 cm. 

a) Tính AB.AC và chứng tỏ rằng tam giác ABC có góc A tù. 

b) Trên canh AB lấy điểm M sao cho AM = 2 cm và gọi N là trung điểm 
của cạnh AC. Tính AM. AN. 
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2.18. Cho tam giác ABC cân (Aô = AC). Gọi H là trung điểm của cạnh BC, D là 
hình chiếu vuông góc của H trên cạnh AC , M là trung điểm của đoạn HD. 
Chứng minh rằng AM vuông góc với BD. 

2.19. Cho hai vectơ a và b có a =5, ĩ) = 12 và a + ĩ )I = 13. Tính tích vô 
hướng a.(a + b) và suy ra góc giữa hai vectơ a và a + b. 

2.20. Cho tam giác ABC. Gọi H là trực tâm của tam giác và M là trung điểm của 

cạnh BC. Chứng minh rằng MH.MA = 4 BC . 

4 

2.21. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Tính AB.AC và AB.BC. 

2.22. Cho tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau và cắt 
nhau tại M. Gọi p là trung điểm của cạnh AD. Chứng minh rằng MP vuông 

góc với BC khi và chỉ khi ~MAMC = ~MBMD. 

2.23. Trong mặt phảng Oxy cho tam giác ABC với A = (2 ; 4), B = (-3 ; 1) và 
c = (3 ; -1) Tính : 

a) Toạ độ điểm D để tứ giác ABCD là hình bình hành ; 

b) Toạ độ chân A’ của đường cao vẽ từ đỉnh A. 

2.24. Trong mặt phẳng Oxy , cho tam giác ABC với A = (-1 ; 1), B = (1; 3) và 
c = (1 ; -1). Chứng minh tam giác ABC là tam giác vuông cân tại A. 

2.25. Trong mặt phẳng Oxy cho bốn điểm /4(-l ; 1), B{ 0 ; 2), C(3 ; 1) và D{ 0 ; -2). 
Chứng minh rằng tứ giác ABCD là hình thang cân. 

2.26. Trong mặt phẳng Oxy cho ba điểm A(-l ; -1), 5(3 ; 1) và C(ộ ; 0). 

a) Chứng minh ba điểm A, B, c không thẳng hàng. 

b) Tính góc B của tam giác ABC. 

2.27. Trong mặt phẳng Oxy cho hai điểm /4(5 ; 4) và 5(3 ; -2). Một điểm M di 
động trên trục hoành Ox. Tim giá trị nhỏ nhất của MA + MB . 

2.28. Trong mặt phẳng Oxy cho bốn điểm A(3 ; 4), 5(4 ; 1), C(2 ; -3), D(- 1 ; 6); 
Chứng minh rằng tứ giác ABCD nội tiếp được trong một đường tròn. 
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§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 

VÀ GIẢI TAM GIÁC 


A. CÁC KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

Cho tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c, đường cao AH = h a và các 
đường trung tuyến AM = m a , BN = m b , CP = m c (h.2.14). 


1. Định lí cỏsin 

a 2 =b 2 +c 2 - 2bc cos A 
b 2 =a 2 +c 2 - 2 ac cos B 
c 2 = ứ 2 +b 2 - 2 ab cos c. 



cos c = 



A 



B H a c 

Hình 2.14 


2. Định lí sin 

ữ = ——— = ——— = 2 R (R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC). 
sin A smB sin c 


3. Độ dài đường trung tuyến của tam giác 


,2 , 2 
2 b +c 
m =--— 

ứ 2 

fl 2 

4 

o / i»2 1 2 \ 2 

2(b +c 

4 

2 , 2 
2 a +c 
m, - --- 

b 2 

ố 2 

_ 2 (a 2 +c 2 )-b 2 

4 

4 

2 , / 2 
2 a +b 

2 

c 

2 (a 2 +b 2 )-c 2 


- -:-— = ---• 

c 2 4 4 


87 


4. Các công thức tính diện tích tam giác 

Diện tích s của tam giác ABC dược tính theo các công thức : 

• s = —ah = Ạ bh,-^-ch với /z , h ,, h lần lượt là các dường cao của tam 

2 a 2 b 2 c a b c * ° 

giác ABC ; 

• s = —ab sinC = Ậốc sin A = -7 ca sinồ ; 

2 2 2 

• s = với R là bán kính dường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ; 

4 R 


s = prvới n = 2- (a + ồ + c) và r là bán kính dường ưòn nội tiếp tam giác ABC ; 

2 

s = \Jp(p - a)(p -b)(p- c) với p = ^ (a + b + c) (công thức Hê-rông). 

y— 


DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

VẤN đẩ 1 

Tính một số yếu tố trong tam giác theo một số yếu tố cho trưỏc (trong 
đó có ít nhất là một cạnh) 

I. Phương pháp 

• Sử dụng trực tiếp dinh lí côsin và dinh lí sin. 

• Chọn các hệ thức lượng thích hợp dối với tam giác dể tính một số yếu tố 
trung gian cần thiết dể việc giải toán thuận lợi hơn. 


2. Các ví dụ 

* 

3 

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC cỏ b = 7 cm, c = 5 cm và cos A = ^ . 

5 

a) Tính a, sin A và diện tích s của tam giác ABC. 

b) Tính đường cao h xuất phát từ đỉnh A và bán kính R của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. 



GIẢI 


a) Theo định lí côsin ta có : 


a = b 2 + c 2 - 2bc cos A = 7 2 + 5 2 - 2.7.5. ị = 32 

5 


a = 4 V 2 (cm) 


b) 


sin 2 /4 = 1-cos 2 A = \-^- = ^ậ- => sin A = 4 (vì sin A > 0), 

25 25 5 

S = -Ucsin/4 = ị.7.5.4 = 14 (cm 2 ). 

2 2 5 

. 2.S 28 7 V 2 

h - —— = —— (cm). 


a 


4V2 


Theo định lí sin : 


a 


sin/4 


-2R => R = 


a _ 4V2 _ 5V2 


2 sin/4 


2.ị 

5 


(cm). 


Ví dụ 2. Cho tam giác ABC biết Â = 60°, b = 8 cm, c = 5 cm. 

Tính đường cao h và bán kính R của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

GIẢI 

Theo định lí côsin ta có : a = b 2 +c 2 - 2bc cos A 

= 8 2 +5 2 - 2.8.5. cos60° =49. 


Vậy a = 7 (cm). 


Theo công thức tính diện tích tam giác s = — bc sin A, ta có : 

S = ị.8.5.sin60° = ị.8.5,^ậ = I 0 V 3 (cm 2 ). 

2 2 2 


Mạt khác 


s = —a.h„ => h = 
2 ơ ơ 


25 20V3 




7 


(cm). 


_ . . _ ữbc abc 7.8.5 1-SỈ3 

Từ công thức 5 = -7^- ta có /? = —-7 = -7-7= = —— (cm) 

4R 4s 40V3 3 
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Ví dụ 3. Tam giác ABC CÓAB = 5 cm, BC = 7 cm, CA - 8 cm. 


a) Tính AB.AC ; 


b) Tính góc A. 


GIẢI 


a) Ta có BC = (AC - AB) 2 = AC + AB - 2AC.AB. 

Do đó Ãc.ÃB = uÃB 2 +ÃC 2 -BC 2 1 = ị(5 2 + 8 2 - 7 2 ) =20. 

2 V J 2 

Vậy ÃC.ÃB = 20. 

b) Theo định nghĩa : AB.AC-AB.AC COS/4. Ta có : 


COS/4 = 


AB.AC _ 20 _ 1 
Ã5. Ãc 5.8 2 


Vậy A = 60°. 


r Ví dụ 4 . Cho tam giác /^sc biết a = 21 cm, b = 17 cm, c= 10 cm. 

a) Tính diện tích s của tam giác ABC và chiều cao h . 

b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp rcủa tam giác. 

c) Tính độ dài đường trung tuyến m phát xuất từ đỉnh A của tam giác. 

GIẢI 

N ry,_ A _21 + 17+10 / N 

a) Ta cóp =- — -= 24 (cm). 

Theo công thức Hê-rông ta có 

5 = ^/24(24-21) (24-17) (24-10) = 84 (cm 2 ). 

AA L _ 2 s 2.84 0 

Do đó h= — = —— = 8 (cm). 


b) Ta có s - p.r 


5 84 

r = — = j— = 3,5 (cm). 
p 24 


c) Độ dài đường trung tuyến m được tính theo công thức 


.2 , 2 

2 0 +c 

m_ = -—:- 

đ 2 
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Do đó 


_2 17 2 +10 2 21 2 337 

/77 _ =-—-— = —— = 54,25 

ứ 2 4 4 

=> m ũ t = >/84,25 «9,18 (cm). 


1 Ví dụ 5. Cho tam giác /1BC biết a = 76 cm, b = 2 cm, c = (1 + 73) cm. Tính 
các góc A, B, chiều cao h và bán kính đường tròn ngoại tiếp R của tam 

d 

giác ABC. 


Theo định lí côsin ta có : COS/4 = 
■ 


GIẢI 

,2 , „2 2 

ơ + c -a 

26 c 


_ 4 + (l + 73) 2 -6 _ 1 
4.0 + 73) ”2 


'Vậy í = 60°. 


Tương tự, cos B = 


Vậy ê = 45°. 

h 

Ta có sin £ = — 

c 


2 , 2 ,2 

c +a -b 

2ac 


(1 + Vã) 2 +6-4 72 

2.76.(1 + 73) ” 2 


h a = c. sin = (1 + 73). sin 45° = ^ + (cm). 


Áp dụng định lí sin : b =2 R=> R- b 


sinfi 


° = -7= = 72 (cm). 

2 sin 72 


VẤN đẩ 2 

Chứng minh cốc hộ thức về mối quan hộ giữa cốc yếu tố của một tam giác 

1. Phương pháp 

Dùng các hệ thức cơ bản để biến đổi vế này thành vế kia hoặc chứng minh 
cả hai vế cùng bằng một biểu thức nào đó, hoặc chứng minh hệ thức cần 
chứng minh tương đương với một hệ thức đã biết là đúng. Khi chứng minh 
cần khai thác các giả thiết và kết luận để tìm được các hệ thức thích hợp làm 
trung gian cho quá trình biến đổi. 
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2. Các ví dụ 

♦ 

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có G là 
trọng tâm. Gọi a = BC, b = CA, 
c = AB. Chứhg minh rằng : 

GA 2 + GB 2 + GC 2 =ị(a 2 +b 2 + c 2 ). 

3 

GIẢI 


A 



Theo tính chất của trọng tâm ta có GA = ^ AM => GA 2 = ^-AM 2 (h.2.15) 

3 9 


Áp dụng công thức tính trung tuyến của một tam giác ta có : 


AM 2 =- 


í 


AB 2 + AC 2 - — 


\ 


V 




2 


/ 


\ 


2 ,2 ứ 

c + ơ- 


V 




2 _ 4 
~9 


2 2 

Tương tự, GB = -- 


1 

( 

2 > 



2 

2 , ỉ 2 

c +ơ - 

a 

2 

1 2 , 2 
p +c - 

a 

2 

V 

2 

~ 9 


2 


/ 

V 

J 


' ^ h 2^ 
2,2 ơ 

a +c - — 


GC 2 =\ 
9 


V 

I 

V 


2 . , 2 c 

a + b - - 


2 ^ 




Do đó GA 2 +GB 2 +GC 2 =- 


2(a 2 +b 2 +c 2 ) 
2 


1,2.2, 2 X 

— — (ứ + b + c ). 

3 


Ví dụ 2. Tam giác ABC có BC = a, = b, AB = c. Chúng minh rằng : 

a = b cosC + c cosfi. 


GIẢI 

Theo định lí côsin ta có 0 = a +c 2 - 2ac cos B. 


c cos B = 


2 , 2 ,2 

a +c -b 



2 a 





( 2 ) 


2 I 2 2 

Ta lại có c 2 = a 2 + b 2 -2ơbcosC => 6 cos c = — - b —— 

2 ơ 
2 2 

Cộng từng vế của (1) và (2) ta có : b cos c + c cos B = = a. 

2a 



Ví dụ 3. Tam giác ABC có BC = a, CA = b, AB = c và đường trung tuyến 
AM = c = AB. Chứng minh rằng : 


a) a 2 =2(b 2 -c 2 ) ; 


:_2 


:-2 


b) sin* A = 2(sin* B - sin 2 C). 


GIẢI 

(Xem h.2.16) 

a) Theo định lí về trung tuyến của tam giác ta có : 
b 2 +c 2 = — + 2 AM 2 = — ■+2c 2 


2 _ /^/1 2 2 \ 

a = 2{b -c ). 


b) Theo định lí sin ta có : 

a _ b _ c 
sin A sin# sinC 



a 


.2 2 

b -c 


• 2 A -2 D „-2 .2 D -2 r' 

sin A sin B sin c sin 5 - sin c 


(*) 


Thay a 2 = 2 (b 2 -c 2 ) vào (*) ta có : 


2 (b 2 -c 2 ) _ b 2 -c 2 2 1 

.2 • „.2 „ . 2 ^ „.2 . .2 n . 2 

sin /4 sin 5 -sin c sin A sin B-sin c 


sin 2 /4 = 2 (sin 2 B - sin 2 C). 
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gĩ§ Ví dụ 4. Tam giác ABC vuông tại A có các cạnh góc vuông là b và c. Lấy 


một điểm M trên cạnh BC và cho BAM = a. Chứng minh rằng : 


AM = 


bc 


bcosa + csina 


GIẢI 

c — e +c 
ABC MAB MAC 

<=> Ậbc = ẬaM.c. sina + -ị AM.b. sin (90° -a) 

2 2 2 

hay bc = AM (c sina + b cosa) (h.2.17). 

bc 

Vậy AM - -——;- 

bcosa + csma 



VẤN đấ ~i 

Giải tam giác 

1. Phương pháp 

Một tam giác thường được xác định khi biết ba yếu tố. Trong các bài toán 
giải tam giác, người ta thường cho tam giác với ba yếu tố như sau : 

- Biết một cạnh và hai góc kề cạnh đó (g, c, g); 

- Biết một góc và hai cạnh kề góc đó (c, g, c); 

- Biết ba cạnh (c, c, c). 

Để tìm các yếu tố còn lại của tam giác người ta thường sử dụng các định lí 

côsin, định lí sin, định lí tổng ba góc của một tam giác bằng 180° và đặc 
biệt có thể sử dụng các.hệ thức lượng trong tam giác vuông. 


2. Các ví dụ 

ử 


mp Ví dụ 1. Giải tam giác ABC biết b = 14, c= 10, A -145' 
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GIẢI 

Ta CÓ a =ồ 2 +c 2 -2ồccosA = 14 2 + 10 2 -2.14.10.cos145° 

= 196 + 100 - 280.(- 0,8191) = 525,35. 

Vậy a * 23. 

^. = ^ =>sin a = *i^í = .ỊiỉÉỊ«L,.0,34913 =*. B, 20»26' 

sin /4 sin 5 ứ 23 

c = 180° - (Ẩ + B) = 180° - (145° + 20°26') = 14°34'. 



Ví dụ 2. Giải tam giác ABC biết a = 4, b = 5, c = 7. 


COS/4 = 


cosB = 


,2 ( 2 2 
o +c -ứ 

2ỒC 

2 . 2 ,2 

ứ +c -o 

2 ac 


5 2 +7 2 -4 2 

2.5.7 

4 2 +7 2 -5 2 

2.4.7 


G/Ả/ 

58 


70 

40 

56 


= 0,8286 => í = 34°3'. 

= 0,71428 => B = 44°25'. 


c = 180° - (í + B) = 180° - (34°3'+ 44°25') = 101°32'. 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

2.29. Tam giác ABC có cạnh a = 2yỈ3 , b = 2 và c = 30°. 

a) Tính cạnh c, góc /4 và diện tích 5 của tam giác ABC ; 

b) Tính chiều cao h a và đường trung tuyến m a của tam giác ABC. 

2.30. Tính góc lớn nhất của tam giác ABC biết a = 3, b = 4, c - 6. Tính đường 
cao ứng với cạnh lớn nhất của tam giác. 

2.31. Tam giác ABC có a = 2 V 3 , b = 2 V 2 , c = Vó - V 2 . Tính các góc A, B và 
các độ dài h a> R,r của tam giác đó. 

2.32. Tam giác ABC có a = 4V7 cm, b = 6 cm, c = 8 cm. Tính diện tích s, đường 
cao h a và bán kính R của đường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 
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2.33. Gọi m a , rriỊ), m c là các trung tuyến lần lượt ứng với các cạnh a, b, c của 
tam giác ABC. 

a) Tính m a , biết rằng a = 26, b = 18, c = 16. 

b) Chứng minh rằng : 4 í níị +níị+níị j = 3(ứ 2 + b 2 + c 2 ). 

2.34. Tam giác ABC có b + c = 2a. Chứng minh rằng : 

. ,2 11 
a) 2sin A = sin B + sin c ; b) —=,+,• 

K h b h c 

2.35. Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có các hệ thức : 

a) sin A = sin B cos c + sin c cos B ; 

b) h a =2R sin B sin c. 

2.36. Tam giác ABC cồ bc = a 2 . Chứng minh rằng : 

a) sin 2 A = sin B. sin c; 

I 2 

b) h b .h c =h0. 

2.37. Chứng minh rằng diện tích hình bình hành bằng tích hai cạnh liên tiếp với 
sin của góc xen giữa chúng. 

2.38. Cho hình tứ giác lồi ABCD có đường chéo AC = X, đường chéo BD = y và 
góc tạo bởi AC và BD là a. Gọi s là diện tích của tứ giác ABCD. 

a) Chứng minh rằng 5 = -ị- xy.sina ; 

b) Nêu kết quả trong trường hợp AC vuông góc với BD. 

2.39. Cho tứ giác lồi ABCD. Dựng hình bình hành ABDC'. Chứng minh rằng tứ 

giác ABCD và tam giác ACC' có diện tích bằng nhau. 

2.40. Cho tam giác ABC biết c = 35cm, Ã = 40°, c = 120°. Tính a, b, B. 

2.41. Cho tam giác ABC biết a = 7cm, b = 23cm, c = 130°. Tính c, A, B. 

2.42. Cho tam giác ABC biết ứ =14 cm, b = 18 cm, c = 20 cm. Tính A, B, c. 
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2 . 43 . Giả sử chúng ta cần do chiều cao CD của 
một cái tháp với c là chân tháp, D là đỉnh 
tháp. Vì không thể dến chân tháp dược nên 
từ hai điểm A, B có khoảng cách AB = 30 m 
sao cho ba điểm A, B, c thẳng hàng 

người ta đo dược các góc CAD = 43°, 

CBD = 67° (h.2.18). Hãy tính chiểu cao CD 
của tháp. 

2 . 44 . Khoảng cách riM đến c không thể do trực tiếp vì phải qua một đầm lẩy nên 
người ta làm như sau : Xác định một diểm B có khoảng cách AB = 12 m 

và do dược góc ACB = 2>1° (h.2.19). Hãy tính khoảng cách AC biết rằng 
BC = 5 m. 


e 



Hình 2.19 

& 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG II 

2 . 45 . Cho tam giác ABC thoả mãn diều kiện AB + AC = AB- Vậy tam 
giác ABC là tam giác gì ? 

2 . 46 . Ba diểm A, B, c phân biệt tạo nên vectơ AB + AC vuong góc với vectơ 
AB + CA. Vậy tam giác ABC là tam giác gì ? 

2 . 47 . Tính các cạnh còn lại của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 

a) ứ = 7, b= 10, c = 56°29' ; 

b) ứ = 2, c = 3, B = 123°17' ; 

c) b = 0.4, c = 12, Ă = 23°28'. 



Hình 2.18 


7 - BTHH10-A 
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2.48. Tam giác ABC có B = 60°, c = 45 °, BC = a. Tính độ dài hai cạnh AB và AC. 

2.49. Tam giác ABC có A = 60°, b = 20, c = 35. 

a) Tính chiều cao h a ; 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác; 

c) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 

2.50. Cho tam giác ABC có BC = a,CA = b,AB = c. Chúng minh rằng 
b 2 - c 1 = a(b cosC - c cosB). 

2.51. Tam giác ABC c ÓBC = 12, CA = 13, trung tuyến AM = 8. 

a) Tính diện tích tam giác ABC ; 

b) Tính góc B. 

2.52. Giải tam giác ABC biết: a = 14 ; b = 18 ; c = 20. 

2.53. Giải tam giác ABC biết: Ă = 60° ; B = 40° ; c = 14. 

2.54. Cho tam giác ABC cóa = 49,4; b = 26,4; c = 47°20\ Tính Â, B vàcạnhc. 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

2.55. Tam giác ABC có AB = 2 cm, AC = 1 cm, Â = 60°. Khi đó độ dài cạnh BC là: 

(A) 1 cm ; (B) 2cm ; 

(Q^cm; (D) ylĩ cm. 

2^6. Tam giác ABC có a = 5 cm, b = 3 cm, c = 5 cm. Khi đó số đo của góc 
Ấ4C là: 

(A) A = 45° ; (B) Â = 30° ; 

(C) Â > 6Ò° ; (D) Ă = 90°. 

2.57. Tam giác ABC có AB = 8 cm, 5C = 10 cm, CA = 6 cm. Đường trung tuyến 
AM của tam giác đó có độ dài bằng: 

(A) 4 cm ; (B) 5 cm ; 

(C)6cm; (D) 7 cm. 
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7 - BTHH10-B 



2.58. Tam giác ABC vuông tại A có AB = 6 cm, BC = 10 cm. Đường tròn nội tiếp 
tam giác đó có bán kính r bằng : 

(A) 1 cm ; (B) yịĩ cm ; 

(Q 2 cm ; (D) 3 cm. 

2*59. Tam giác ABC có a = yfĩ cm, b = yỊĨ cm ; c = 1 cm. Đường trung tuyến 
m có độ dài là : 

a 

(À)lcm; (B)l,5cm; 

■ V3 

(Q cm ; (D) 2,5 cm. 

2.60. Tam giác đếu nội tiếp đường tròn bán kính R = 4 cm có diện tích là : 

(A) 13 cm 2 ; (B) 13>/2 cm 2 ; 

(Q I 2 V 3 cm 2 ; (D) 15 cm 2 . 


2.61. Tam giác ABC vuông và cân tại A có AB = a. 

Đường tròn nội tiếp tam giác ABC có bán kính r bằng 


(A)Ị ; 

2 


(B) 


a 

lĩ ; 


(C) 


a 

ÍCH' 


(D)f. 


2.62. Tam giác ABC có các cạnh ơ, b, c thoả mãn điều kiện : 

(ứ + b + c)(a + b- c) = 3 ab. 

Khi đó số đo của góc c là : 

(A) 120°; (B) 30°; 

<Q 45°; (D) 60°. 

2.63. Hình bình hành ABCD có AB = a, BC = a\Ỉ2 và BAD = 45°. 
Khi đó hình bình hành có diộn tích bằng : 

(A) 2ứ 2 ; (B) a 2 yjĩ ; 

(C) a 1 ; (D)ứ 2 V3. 
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2.64. 


2.65. 


2 . 66 . 


Tam giác ABC vuông cân tại A có AB = AC = a. Đường trung tuyến BM có 
độ dài là: 

(A) 1,5 a ; 

(B) a4ĩ ; 

(C) aylỉ ; 

(D) . 

2 

Tam giác đểu cạnh a nội tiếp trong đường tròn bán kinh /?.’Khi đó bán kính 
R bằng : 

(A»f; 

(B, f ; 

(C, f ; 

(D) sệ. 

Bán kính của đường tròn nội tiếp tam giác đều cạnh a bằng : 

(A) °f ; 

4 


(C) : 

D 

(D) sệ.. 


2.67. Cho tam giác ABC có cạnh BC = a, cạnh CA = b. Tam giác ABC có diện 
tích lớn nhất khi góc c bằng : 

(A) 60°; (B) 90°; 

(C) 150°; (D) 120°. 


2.68. Cho tam giác ABC có diộn tích 5. Nếu tăng độ dài mỗi cạnh BC và AC lên 
hai lần đồng thời giữ nguyên độ lớn của góc c thì diện tích của tam giác 

mới được tạo nên là : 

* * 

(A) 25 ; (B) 35 ; 

(C) 45 ; (D) 55. 


2.69. Cho góc xOy = 30°. Gọi A và B là hai điểm di động lần lượt trên Ox và Oy 
sao cho AB = 2. Độ dài lớn nhất của đoạn OB bằng : 


(B)3; 

(D)5. 
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(A) 2 ; 
(C)4; 



2.70. Cho hai điểm /4(0 ; 1) và B( 3 ; 0). Khoảng cách giữa hai điểm A và B là : 

(A) 3 ; (B) 4 ; 

(C) V5 ; (D) Vĩõ . 

2.71. Trong mặt phẳng Oxỵ cho ba điểm /4(-l ; 1), B( 2 ; 4), C(6 ; 0). Khi đó tam 
giác ABC là tam giác : 

(A) Có ba góc nhọn ; 

(B) Có một góc vuông ; 

(C) Có một góc tù ; 

(D) Đểu. 


HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

§1. GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT GÓC 

BẤT KÌ TỪ 0° ĐẾN 180° 


2.1. a) sina và cosa cùng dấu khi: 0° < a < 90° 

b) sin a và cos a khác dấu khi: 90° < a < 180° 

c) sin a và tan a cùng dấu khi: 0° < a < 90° 

d) sin a và tan a khác dấu khi: 90° < a < 180°. 



a) sinl20° =~r-; cosl20° = --ị- ; tan 120°=-Vã ; cotl20°=—Ị-. 

2 2 Vã 

b) sin 150° = 4 ; cosl50° = -~z- ; tanl50 °' = --ệ- ; cotl50° =-V3 . 

2 2 3 

Jĩ Jĩ 

c) siql35° =-Ệ- ; cosl35° = --Ệ- ; tanl35° = -1 ; C0tl35° = -1. 

2 2 
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23. 


, 0 1 , - y[ĩ s 3V2-V3 _ 

a) 2.^ + 3.-- -T- = l + —— i- ; 

2 2 2 2 

ln „V 3 .„n /2 1 2V3 + 3V2-I 

b) 2.-T- + 3.-— -r =--ĩ—-• 

2 2 2 2 

2.4. a) 4ứ 2 .ị + 2ab.l + ^b 2 .-7 = a 2 + 2a6 + 6 2 = (ứ + b) 2 ; 

4 3 4 

b) (a.l +b.l)(fl.l +&.(-!)) = (<! + &) (a-b) = a 2 -b 2 


2.5. 

à) A<B\ 

b) c = D. 

2.6. 

VĨ5 

cosa = —; 

4- 

t VB 

tana = ——— 
15 

2.7. 

VĨ4 

sina = —— ; 

4 

tana = -V7. 

2.8. 

2>/2 

sin a = —-— ; 

3 

1 

cosa =—• 

3 

2.9. 

A = 7 - 4 V 2 . 


2.10. 




9 


2 .11. a) (sin * + cos X) = sin 2 * + cos 2 * + 2sin * cos * 

= 1 + 2sin X cos X. 

b) (sin X - cos x) 2 = sin 2 jc + cos 2 jc - 2sin X cos X 

= 1 - 2sin X cos X. 

, > 

c) sin 4 * + cos 4 * = (sin 2 *) 2 + (cos 2 *) 2 + 2sin 2 * cos 2 * — 

= (sin 2 * + COS 2 *) 2 - 2sin 2 * cos 2 * 

= 1 - 2sin 2 * cos 2 *. 

2.12. d)A= (sina + cosa) 2 +(sina -cosa) 2 

= 1 + 2 sin a cos a + 1 - 2 sin a cos a 

= 2. 
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b )B = sin 4 a - cos 4 a - 2 sin 2 a +1 

= (sin 2 a + cos 2 a)(sin 2 a -cos 2 a) - 2 sin 2 a +1 

= l[sin 2 a-(l-sin 2 a)]-2sin 2 a + l =0. 


§2. TÍCH VỒ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


2.13. Ta có a.b = |a|.|S|cos(ứ,S). 

Do đó a.b > 0 khi cos (a,b) > 0 nghĩa là 0 < (a,b) < 90° 

aĩ> < 0 khi cos (a,b) < 0 nghĩa là 90° < (a,b) <180° 

a.b = 0 khi cos (a,b) = 0 nghĩa là (a,b) = 90°. 

2.14. (ã + bý 2 = (ã + b).(a + ĩ>) = a.a + a.b + b.a + bĩ) 


a 


2 |-*|2 


b + 2 a.b 


Các tính chất còn lại được chứng minh tương tự. 

* 

2.15. a) ÃB.ĂC = 0 (h.2.20). 

b) BẪ.Bẹ = ạ.ayỊĨ. cos 45° = ứ 2 . 

c) AB.BC = a.ayỊĨ. cos 135° = -a 2 . 

2.16. a) Ta có BC 2 =BC =(ĂC- ÃB) 2 

_ ,2 • __ 2 - _,_„ 

= AC +AB -2 AC.AB 



Do đó 


— »2 »2 - -*2 9 ' 
- AC + AB -BC 8 2 +5 -7 ; 

AB.AC = ---—— =- -- - 

2 2 

Mặt khác AB.AC = ABAC. cos A - 5.8.COS A = 20, 

* 

. ■ . _ 20 1 2 - *n° 

suy ra cos A = —— = — => /1=60. 

' 40 2 


= 20 . 
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b) Ta có BA 2 = BA = (CA - CB) 2 = CÁ 2 + CB - 2 CA.CB. 

Do đó CẴ£B = ị (CA 2 + CB 2 - BA 2 ) = ị (8 2 + 7 2 - 5 2 ) = 44. 

2 2 

2.17. a) ÃB.ÃC = ị-(AC 2 + AB 2 -BC 2 ) = ị-(& 2 +6 2 -n 2 ) = -^- 


= ABAC. cos A = - 


góc A tù. 


b) Ta có AM = rAB, AN = ị-AC (h.2.21) 

3 2 

Do đó AM.AN = \-Aíb\aC 

3 2 

= Lãb.ãc 
6 



Hình 2.21 


2.18. Ta cần chứng m in h AM.BD = 0 (h.2.22). 

Ta có 2 AM = AH + AD vì M là trang điểm của đoạn HD. 
BD = BH + ĨĨD 

Do đó 2 ÃMJĨD = (ÃH + ÃD).(BH + HD) 

= ÃHÃH + ÃH.ĨĨD + ~ÃD3H + ÃDÃD 

' ' 

=> 2 ÃM.BD = ÃH.ĨĨD + ÃD.BĨỈ 

= ÃH.ĨĨD + (ÃH + ĨĨD).BH 

= ÃH.ĨĨD + ÃHÃH + ĨĨD.BH 

'— 0 —' 

= ĨĨD.(ÃH + BH) = HDÃC = 0. 

Vậy AM vuông góc vói BD. 



Hình 2.22 
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2.19. Dựng tam giác ABC có AB = 5, BC = 12 và AC = 13, 


a 


= 5, 0 = 12, M = 13 (h.2.23) 


8 


Ta có 

và AB-a, BC -ĩ), AC = a + ĩ>. 

Khi đó ơ.(a + ĩ>) = AB.AC. 

Mặt khác ta có : 

ĂB.ÃC = ị(AC 2 + AB 2 -BC 2 ) 

2 

= ị(13 2 + 5 2 -12 2 ) = 25. 

2 

—* —* ~Ãn~ÃC 25 

Ta suy ra co$(AB,AC) = -= Pz=r = ^r « 0,3846. 



Hình 2.23 


AB.AC 5 - 13 


Suy ra ( AB.AC ) * 67°23’. 


2.20. Ta có 


AM = ị-(AB + AC ) (h.2.24) 


1 


HM = ị(HB + HC) 


AM.HM = ị(AB + AC).(//£ + //C) 

4 



= ị(AB.//fi + Afi.//C + /4C.//5 + AC.//C) 

yl '-V- > '-V- J 


= 0 


= 0 


= AB.HB + AC.HC) 


4 

Ị_ 

4 


AB.(HC + CB) + AC.(HB + BC ) 


AB.HC + AB.CB + AC.HB + AC.BC 

'- V -- ' K - V —- > 

0 0 


= HaB.CB + AC.Bc) = HaB.CB - AC.CBÌ 
4 4 

1 TT - tt : 1 —2 1 —.2 

= -CB(AB-AC) = -CB =~BC . 

4 '—^—' 4 4 

CB 
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2MP.BC = (MA + MD).(MC - MB) 



# 

Hình 2.26 


2.23. a) Vì ABCD là hình bình hành nên ta có 




BD = BA + BC trong đó 

BA = (5 ; 3) 

BC = (6 ; -2) 

=í> ÃD =(11 ; 1) (h.2.27). 
Giả sử D có toạ độ ; y D ). 


A D 



Vì BD =(11 ; 1) và B (-3 ; 1) nên ta có : 



+ 3 = 11 
-1 = 1 






Hình 2.27 


Chú ý : Ta có thể dựạ vào biểu thức vẹctơ AD = BC hoặc CD = BA để tính 
toạ độ điểm D. 

m * 
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b) Gọi A'(X ; y) là chân đường cao vẽ từ A ta có 
ÃA'±BC hay ÃA\BC = 0 
BA' cùng phương với BC 

với ÃA' = (x-2 ; y-4),BC = (6 ;-2), BA' = (x + 3 ; y-1). 
Do đó : 

(x- 2).6 + (y- 4).(-2) = 0o ĂA' 1 BC 
-2(x + 3) - 6(y - 1) = 0 <=> BA' cùng phương với BC 


6x-l2-2y + 8 = 0 Í6;t-2y-4=0 

Cí> < Cí> ị 


X A'=- 


-2x - 6-6y + 6 = 0 


-2x - 6y = 0 


<=> < 


3 

5 


y A - =— T 


Ị_ 

5 


224. Ta có AB = (2 ; 2), AC = (2 ;-2). Do đó : 


AB.AC = 2.2 + 2(-2) = 0 => 1 AC. 

Mặt khác AB = AC = V4 + 4 = 2yỈ2. Vậy tam giác ABC vuông cân tại A. 


2.25. Ta có AB = ( 1; 1), DC = (3 ; 3). Vậy DC = 3 AB, ta suy ra DC II AB và 
DC = 3 AB. 


Mặt khác \ad\ = Vl 2 +3 2 và fic 

nên ABCD là hình thang cân có hai cạnh bên AD và BC bằng nhau, còn hai 
đáy là AB và CD trong đó đáy lớn CD dài gấp 3 lần đáy nhỏ AB. 


2.26. a) Ta có AB = (4 ; 2), AC = (1; 1). 

.4.2 . ... ___ , , 

Vì ý * Ỹ n ^ n ba điểm A,B,C không thẳng hàng. 

b) Ta có cos B = cos (BA, BC)=J— - 7 7 — M với BA = (-4 ; - 2), BC = (3 ; -1), 

\bA.\bc\ 

.. „ D _ (-4.3) + (-2)(-l)_ -10 _ V 2 

Do dó cos B = — . 7= — = , = — -7— 

V 16 + 4.V9 + 1 V200 2 

Vậy B = 135°. 
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2.27. Gọi / là trung điểm của đoạn AB, ta yẶ 

có/(4; l)(hÌ2.28). 4 ị._f (5 '• 4) 

Vì MA + MB = 2 Mỉ nên 

MA + MB = i\mi\ nhỏ nhất khi giá 

tri của đoạn ỈM nhỏ nhất. Điểm M 

* * 

chạy trên trục Ox nên có toạ độ 
dạng M(X ; 0). Do đó : 

Ĩm\ = -n/(jc — 4) 2 +1 > 1. 

Dấu “=” xảy ra khi X = 4. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của MA + MB\ 
là 2 khi M có toạ độ là M(4 ; 0). 

2.28. Muốn chứng minh tứ giác ABCD nội tiếp được trong một đường tròn, ta 
chứng minh tứ giác này có hai góc đối bù nhau. Khi đó hai góc này có 
côsin đối nhau. 

Theo giả thiết ta có : 

ÃB = (1 ; -3); ÃD = (-4 ; 2); CB = (2 ; 4); CD = (-3 ; 9). 

ÃB.ÃD _ l.(-4) + (-3).2 _ -10 _ 1 

Do đó cos 1 AB, AD) = I , 11 = ' , = , =— J= 

\ab\.\aD VĨT9.VI6 + 4 V20Õ v 2 

C„s(cỗ,c5)=jẫ 1 = - 4 . 

|cb|.|cd| V4 + 16.V9 + 81 V1800 V 2 

VI cos \AB,Ad) = -cos {cB,Cd) nên hai góc này bù nhau. Vậy tứ giác 
ABCD nội tiếp được trong một đường tròn. 
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§3. CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 

VÀ GIẢI TAM GIÁC 


2.29. a) Theo định lí côsin ta có : 

' /3 

2 = a 2 + b 2 - 2ab cosC = 12 + 4-2. 2V3.2. —— = 4 . 

2 

Vậy 6 = 2 và tam giác ABC cân tại A có b = c = 2. 

Ta có c = 30°, vậy B = 30° và A = 180° -(30° +30°) = 120° . 



s = ]-acúnB = - 7 . 2 V 3 . 2.-7 = V 3 . 

ABC 2 2 2 

2 9 2\P> 

/z = — = —+=■ = 1. Vì tam giác ABC cân tại A nên h = m = 1. 
a a 2v3 


1 


1 


ứ 


ứ 


2.30. Ta có c = 6 là cạnh lớn nhất của tam giác. Do đó c là góc lớn nhất. 


cos c = 


2 , ,2 .2 

ứ +0 -c 


-2 . .2 ,2 

3 +4 -6 


11 

24 


c = 1 17°17'. 


2ab 2.3.4 

Muốn tính đường cao ứng với cạnh lớn nhất ta dùng công thức Hê-rông để 
tính diện tích tam giác và từ đó suy ra đường cao tương ứng. 


s = yjp(p-a)(p-b)(p-c) với p = ị{ 3 + 4 + 6) 


13 


„ 13 

r 13 

\ 

^13 

\ 

13 

\ 

5 = J 


-3 


-4 


-6' 

\2 

u 

/ 

V 2 


I2 

/ 


V 455 


Ta có h <= 

í' 


2 s _ V 455 = ỵỈ455 
— ~ “12 


2.31. Ta có cos/1 = 


2.6 


b 2 +c 2 -a 2 8 + 6 + 2 - 2 VĨ 2 -I 2 _ 4 - 4 V 3 


2 bc 
4(1-73) 

8 ( 75 - 1 ) 


475(76 - 72 ) 875-8 


2 


Vậy 4 = 120°. 
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cos B = 


c 2 +a 2 -b 2 6 + 2-2VĨ2 + I2-8 I2-2VĨ2 


2 .ca 


2 ị 4 ẽ-yỊ 2 ) 2 yỊĨ 4VĨ8-4V6 


4(3-Vã) 1 V2 £ ,_0 

*“ r— — /— — * V ậv D — 45 . 

4v2(3-v3) V 2 2 


, 25 ac sin 5 

«_ = —— =- 

a a a 


= 2 /?=>/? = 


= csinfl = (V 6 -V 2 )^y = V 3 -l. 


2 V 2 


sin£ 


2 sin 5 ^ V2 

2 .— 


= 2. 


„ ^-acsinB 
S = pr=>r = — = — - 


acsinB 


p Ua+b+c) a + b + c 
2 

2V3(Vó-V2)^ 


V 3 (Vó-V2) 


2V3+2 V2+Vẽ> - V2 V6+V3+1 ’ 


2 .32. Ta có cos A = 


b 2 +c 2 -a 2 36 + 64-112 • 1 


2ỐC 


sin A = Vl-cos 2 A =J 1- * 


2.6.8 8 

_ 3 yỉĩ 
64 " 8 


1 


5 = -7 ốc sin A = -ị- = 9 -JĨ (cm 2 ). 

2 2 8 


L _ 25 _ 1877 _ 9 _ , c 
/ỉ = — = 7 = = — = 4,5 (cm) 

a ứ 4V7 2 


/?= 


abc _ 4V7.6.8 _ 16 

45"" 4.9V7 “T 


(cm). 


233. a) 


.2 , „2 

0 +c 


a 


18 2 + 16 2 


= 


2 4 2 

324 + 256 676 484 


26' 


22 

m_ = — 

a 2 


= 11 
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„ 1.2 2 2 
2 b +c a 
m_ =—-- 

a 2 4 

. 2,2 ,2 

u\ 2 ứ +c ơ 

b) i m" =— -— o 

* 2 4 

2 ^ ,2 2 
2 ớ + ơ c 
m" =— -— 

c 2 . 4 

/ 

Ta suy ra : 4(rá 2 +mị +m 2 ) 


Am 2 - 2 (b 2 + c 2 ) - fl 2 

ơ v 

4/n 2 = 2(ứ 2 +c 2 )-b 2 
Am 2 -2(a 2 + b 2 )-c 2 


3(a 2 +b 2 +c 2 ). 


234,- a) Theo định lí sin ta có: ——— = ° — = - 7 —— • 

sin/4 sin 5 sinC 

_ a 6 + c 2 a 

Ta suy ra : ■ = ——-—-—— = —————— 

SŨ1/4 sinfi + sinC sinfi + sinC 

=> 2sin A - sin B + sin c. 

b) Đối với tam giác ABC ta có : 5 = -ị-ứòsinC = ]-h r .c = —rzr- 

_ . ữb _ _ . . . , ac , bc __ 

Ta suy ra h c = —— • Tương tự ta có hịỊ = ——, / 2 a = —— • Do đó 

2R 2 R 2R 


hh /ỉ„ V ac ứò 


= 2 r " + C mà b + c = 2a 
abc 


nên 


1 1 _ 2R.2a _ 2/?.2 
bi, h„ abc bc 


Vậy 


2__J_ 1 


2 J5. a) Theo định lí sin ta có = - 77 — = - 77 — = 2R. 

sin A sinB sinC 

Do đó : a = 2R sin A, b = 2R sin B, c = 2R sin c. 

Thay các giá trị này vào biểu thức a = b cos c + c cos B ta có 
2R sin A = 2R sin B cos c + 2R sin c cos B. 


sin A = sin B cos c + sin c cos B. 
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,, T , . _ 25 2ứf bc abc 

b) Ta có h_ = — * mà 25 - ——- = ——. 

a a 4R 2R 

25 bc . _■ 

Vây /ỉ = — = -r~- hay bc = 2R. h , mà ồ = 2/? sin 5 và c = 2R sin c nên : 
a a2R a 

2R sin B.2R sin c = 2R. h a => h a = 2R sin B sin c. 

t 

2.36. a) Theo giả thiết ta có a 2 = bc. 

Thay a = 2R sin A, b = 2R sin B, c = 2R sin c vào hệ thức trên ta có : 

4 R 2 sin 2 A = 2R sin B.2R sin c 
=> sin A = sin B .sin c. 
b)Tacó 25 = ah ã = bh b = ch c . 

Do đó : cí^hị = b.c. hịy . h c . 

Theo giả thiết: ứ = ồc nên ta suy ra «0 =%. h c . 

2.37. Xét hình bình hành ABCD có = a, AD = b. BAD = a và BH là đường 
cao, ta có BH -L AD tại H. (h.2.29). 


B c 



Hình 2.29 


Gọi 5 là diện tích hình bình hành ABCD, ta có 5 = AD. BH với BH - AB sinor. 
Vậy s = AD.AB sina = a.b sina. 

Nếu ~BAD - a thì ẤfiC = 180° - a. 

Khi đó ta vẫn có sin BAD = sin ABC. 
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Nhận xét: Diện tích hình bình hành ABCD gấp đôi diện tích tam giác ABD 

mà tam giác ABD có diên tích là Ậ ab sina. Do đó ta suy ra diện tích của 

■ 2 

hình bình hành bằng ab sina. 


238. a) Ta có S ABCD = S ABD + S CBD . 

Vẽ AH và CK vuông góc vói BD. (h.2.30). 
Gọi I là giao điểm của hai đường chéo 
AC và BD. Ta có : AH = AI sina 

CK = c/ sino' 


ABCD 


Ị-AH.BD + ịcK.BD 
2 2 

ị BD{AH + CK) 

2 


ị BDịAI + /C) sina = ị BD. AC sina. 
2 2 

1 



Hình 2.30 


ABCD 


— x.y sino'. 
2 


D 


b) Nếu AC _L BD thì sin a = 1, khi đó S ABCD = xy. Như vậy nếu tứ giác 

lồi ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau thì diện tích 
của tứ giác đó bằng một nửa tích độ dài của hai đường chéo. 


2.39. Gọi a là góc giữa hai đường 
chéo AC và BD của tứ giác 
ABCD (h.2.31). 

Ta có CÃC' = a vì AC’IIBD. 
Theo kết quả bài 2.38 ta có : 

S iDrn =]-AC.BD sina. 

ABCD 2 

Mặt khác s. rr . = ị AC.AC’ sina, 

• ACC 2 

rrià AC = BD nên S ABCD - S ACC ,. 


A C’ 



Hình 2.31 


8 - BTHH10-A 
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2.40. Ta có B = 180° -(A + C) = 180° -(40° +120°) = 20°. 
Theo định lí sin ta có : 


a 


sinA sừiC 

b _ c 
sin B sừiC 


csinA 35.sin40° / 

a =- : — =-—-= 26 (cm) 


sinC sin 120° 


, csinfi. 35.sin20° , . , . 

b =-— =-—-= 14 (cm). 


sinC sin 120° 


2.41. Theo định lí côsin ta có : 

c 2 =a 2 + b 2 - 2ữồcosC = 7 2 + 23 2 - 2.7.23.cos 130° »785 


c ~ 28 (cm). Theo định lí sin ta có : 
a c . . a sin c _ 7. sin 130° 


=> sin A = 
sin A sin c c 


28 


= 0,1915, 


Vậy Ă = 11°2'. 

Ồ = 180° - (A + C) = 180° - (11°2 ’+130°) = 38°58'. 


2.42. Theo định lí côsin ta có : 


cos A = 


,2 . 2 2 
b + c -a 


2 bc 


18 2 + 20 2 -14 2 _ 528 
2.18.20 - 720 


= 0,7333, 


Vậy Ă = 42°50'. 


2 . 2 ,2 
„ ữ +c -b 
cos =-—- 

2ac 


14 2 + 20 2 -18 2 272 


2.14.20 


560 


= 0,4857, 


Vậy Ồ = 60°56'. 

c = 180° - ( Ă + B) = 180° - (42°50'+ 60°56') = 76°14 ’. 


2.43. Muốn tứứi chiều cao CD của tháp, trước hết ta hãy tính góc ADB . 

ẤDB = 67° - 43° = 24°. 

Theo định lí sin đối với tam giác ABD ta có : 

BD AB __ 30.súi43° . . 

——- = ——- =>BD = ————- = 50,30 (m). 

sin 43° sin 24° sin 24° 
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Trong tam giác vuông BCD ta có : 

sin67° = => CD = BD.s'm61° « 5030 .sin67° 

BD 

hay CD * 46,30 (m). 


2.44. 


Theo định lí sin đối với tam giác ABC ta có : 


BC AB 5 12 

——- = ——-<=>—— =——— 

sin A sinC sin A sin 37° 

=> sin A = —— -= 0,2508 

12 

=> A » 14°31'. 


B = 180° -(37° +14°31') = 128°29'. 

AC 12 ^ 12.sinfi 12.sinl28°29’ . 

AC = ———— *-—— -= 15,61 (m) 

sinfi sinC sinC sin 37° 

Vậy khoảng cách AC = 15,61 (m). 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ỒN TẬP CHƯƠNG II 


2.45. Gọi M là trung điểm của cạnh BC ta có 

ÃB + ÃC = 2 ÃM = ÃD. 

Mặt khác AB - AC = CB. Theo giả thiết ta có : 


2 AM = CB - Ad\ hay AM = 


BC 


Ta suy ra ABC là tam giác vuông tại A (h.2.32). 

2.46. Theo giả thiết ta có : 

{ÃB + Ãc). {ÃB + CĂ) =0 


A 



\ t 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

V / 

\ / 

V 

• 

D 


Hình 2.32 


^ 2 ^ 2 

o (ÃB + Ãc).(ÃB-Ac) =0 o AB -AC =0. 

Ta suy ra ABC là tam giác có AB = AC (tam giác cân tại /4). 
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2.47. a) c 2 - a 2 + b 2 - 2ab cos c = 49 + 100 - 140 cos 56°29’ 
=> c 2 ~ 71,7 hay c ~ 8,47 ; 

b) b = 4,43 ; 

c) a ~ 11,63. 


2.48. Ta có Â = 180°-(60°+45°) = 75°. 

Đặt AC = b , = c. Theo định lí sin : 

b _ a c _ 

—■—T = -— =-—. Ta suy ra : 

sin 60° sin 75° sin 45° 

AC = b= -—— = ' _ « 0,897(3, 

2 sin 75° 1,93 

aJ2 ũ\pĩ 

AB = C= - 1 — = = 0,732(3. 

2 sin 75° 1,93 

2.49. Ta có a 2 = b 2 + c 2 - 2 bc cos (4 = 35 2 + 20 2 - 35.20 = 925. 


Vậy a ~ 30,41. 

a) Từ công thức s = -^ ah ta có h = — = — sin ^ 

2 a a a 


_ V3 

20.35.-^-— 

* = 2 = 


ứ 


30,41 


a „ a 30,41 

b) Từ công thức — -2Rl'ăcó R = 


sin (4 


V3 = V3 


1 


c) Từ công thức s = pr với p = j-(a + b + c) ta có : 

2 


2S 


r = 


ốc sin (4 


a+b+c a+b+c 


= 7,10. 


19,94. 

= 17,56. 


2.50. Ta có 



b 2 - a 2 + c 2 - 2 ac cos B 
c 2 = a 2 + b 2 - 2 ab cos c 
b 2 - c 2 = c 2 - b 2 + 2 a(b cos c - c cos B) 
2 (b 2 - c 2 ) = 2 a(b cos c - c cos B) 
b 2 - c 2 = a(b cos c - c cos B). 
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2.51. Theo công thức Hê -rông ta có : 


B 


27 


AMC 


í 




\ 


27 

^--13 
2 / 


í 




27 


\í 


-6 
2 J 


\ 




27 

= 2--8 
2 y 


9^55 


c = 9 c 
ABC AMC 


(h.2.33). 


9^55 



Hình 2.33 


Mặt khác ta có ÁM = 


, :2 , 2 2 
2 b +c a 


2 a 


4 

2 


hay 2AAT = ír + <r- 


Do đó AB 2 = c 2 = 1AM 2 -b 2 +—= 2.64 - 169 + 72 = 31 


= V 3 Ĩ. 


cos B = 


a 2 +c 2 -b 2 144 + 31-169 


2 ac 


24 V 3 Ĩ 


« 0,045 => Ồ = 87°25'. 


2.52. 


Tam giác ABC có ba cạnh là BC = 14, CA - 18, AB = 20, ta cần tìm các góc 

^ ^ ^ 

A , B , c. 


Ta có cos A = 


b 2 +c 2 -a 2 18 2 +20 2 -14 2 


2bc 


2.18.20 


* 0,7333 


Ă ~ 42°50'. 


cos B = 


2 , 2 ,2 
<2 +c -b 


14 2 +20 2 -18 2 


= 0,4857 


2.53. 


2ac 2.14.20 

=> 5 = 60°56'. 

c = 180°-(A + B)~ 76°14'. 

Tarri giác ABC có cạnh c = AB = 14 và có A = 60°, B = 40°. Ta có 
c = 180° - (A + B ) = 80°, cần tìm a và b. Theo định lí sin : 

a b c .. csinA 2 V 3 .... 

———= . = ——— ta suy ra a=— —— = ———=12,31 

sinA sinB sinC sinC sin 80° 


, csinB 14sin40° 
b= “ = — " =9,14. 

sinC sin 80 


117 



2.54. Theo định lí côsin ta có : 

c 2 = a 2 + b 2 - 2 ab cos c = (49,4) 2 + (26,4) 2 - 2.49,4.26,4 . cos47°20’ 

* 1369,5781. 

Vậy c = Ậ 369,5781 * 37. 

cos À= ẻiịLịí- . (2M)2 :f;f- (49 - 4)2 -0.1914 

2 bc 2.26,4.37 

Ta suy ra A = 101°2'. 

5 » 180° - (101°2' + 47°20') = 31°38'. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

2.55. Áp dụng công thức a 2 = b 2 + c 2 - 2 bc cos A ta tính được a = v3 (cm). 

Chọn (C). 

ị 2 ^ ^2 {2 ^ 

2.56. Áp dụng công thức cos A -- 7 -—— ta tính được cos A= -— = 0,3. 

2 bc ' 10 

Vậy Ă > 60°. Chọn (C). 

.2 2 2 

2.57. Ta có m* = —^—— = 25 => m = 5 (cm). Chọn (B). 

5 24 „ „ 

2.58. Dùng công thức s = pr ta có r = — = 7 T =2 (cm). Chọn (C). 

p 12 

r 2 2 2 0 /X 

2.59. Ta có m 2 = —————— = — => m„ = —— (cm). Chọn (C). 

<J 2 44 «2 

2.60. Ta có S ÁDr . = ị CH.AB với CH = |/? và AB = RyỈ3 , mà R = 4 nên 

ABC 2 2 

S ABC = I 2 V 3 (cm 2 ). Chọn (C). 


a{ 2 + V2) A _ s_ ứ _ 

2.61. Dùng công thức s = pr với p =- 7 —- — nên r - — - r- ■ Chọn (C). 

2 p 2+ V2 
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2.62. (a + b + c)(a + b - c) = 3 ab 
<=> (a + b) 2 - c 2 = 3ab 

<=> a 2 + b 2 + 2ab - c 2 = 3ứồ, 
mà a 2 + b 2 - 2áb cos c = c 2 

nên 2ứồ cos c = ab=> cos c = 7 - => c = 60°. Chọn (D). 

2 * 

2.63. Cắt hình bình hành theo đường chéo BD rồi ghép cho cạnh BC trùng với 
AD, ta được một hình vuông cạnh a và có s = a 2 . Chọn (C). 


2.64. 


BM 2 = 


BA 2 + BC 2 AC 


2 , -2 
a +2a 


a 


5 á 


Jị 

BM = -~r- Chọn (D). 


2.65. Tam giác đều cạnh a có đường cao k = 


Mặt khác h = -Ị/? (h.2.34) 

2 


ữV3 


Do đó : -ệ- = ^-R <=> úh/3 
2 2 

nJĨ 

Vậy /? = Chọn(C). 


= 3/?. 



2.66. Gọi r là bán kinh đường ưòn nội tiếp tam 
giác đểu cạnh a (h.2.35). Ta có : 

3 r = h 


a\J 3 


= h 


3 r = 


đV3 


hay r=^. Chọn (C). 
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OB đạt cực đại khi sin A = 1 nghĩa là A = 90°, khi đó OB = 4. Chọn (Q. 


2.70. Ta có AB = (3 ; -1). Do đó AB\ = V3 2 +1 2 = yfĩÕ . Chọn (D). 

2.71. Ta có ÃB = (3 ; 3), BC - (4 ; -4) 

AB. BC = 0. Vậy tam giác ABC vuông tại B. 

Hay ta có AB = V9 + 9 = VĨ8 

Bc\ = V16 + 16 = V32 

Ãc\ = V49 + 1 =yỈ5Õ. 


Vậy AC 2 - AiB? + BC 2 

Tam giác ABC vuông tại B có cạnh huyền là AC. 
Chọn (B). 
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ChươNq III 

PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG MẶT PHANG 


§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Phương trình tham số(h.3.1) 

• Phương trình tham số của đường 
thẳng A đi qua điểm M ữ ( x (ị ; y ) 

và có vectơ chỉ phương 

_ X = X Q + tu. 

« = («.; u 7 ) là ■< 

[y = y 0 +tu 2 

(úỊ+iị* o) (h.3.1). 

• Phương trình đường thảng A đi 
qua điểm MJx ữ ', y ữ ) và có hệ 

số góc k là : y-y ữ =k{x- X.) . 

• Nếu A có vectơ chỉ phương u = (u ; M ) với M ] * 0 thì hệ số góc của A là 
k = - ĩ -. 

u 

Nếu A có hệ số góc là k thì A có vectơ chỉ phương là : u = (1 ; k). 
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2. Phương trình tổng quất 

• Phương trình của đường thẳng A đi qua điểm MJx ữ ; y ữ ) và có vectơ 
pháp tuyến n = (a ; b) là: a(x-x ữ ) + b(y-y ũ ) = 0 (a 2 +b 2 * 0). 


• Phương trình ax + by + c = 0 với 

a +b 2 * 0 gọi là phương trình 
tổng quát của đường thẳng nhận 

n ={a\b) làm vectơ pháp tuyến. 

• Đường thẳng A cắt Ox và Oy lần 
lượt tại A(ơ ; 0) và 5(0 ; b) có 
phương trình theo đoạn chắn là 

- + ị = 1 (a, b * 0) (h.3.2). 
a b 



3. Vị trí tương đối của hai đường thẳng 
Cho hai đường thảng A : a.x + b .y + Cj =0 

A 2 : ơ~x + b 2 y + c 2 = 0. 


0 ^ 


Để xét vị trí tương đối của hai đường thẳng Aj và Aj ta xét số nghiệm của hệ 
phương trình 

a.x + b.y + c. =0 

< 1 ' 1 „ (I) 

a 2 x + b 2 y + c 2 =0. 

• Hệ (I) có một nghiệm : Aj cắt Aj. 

• Hộ (I) vô nghiệm : Aj // A v 

• Hệ (I) có vô số nghiệm : Aị = A^ 


Chú ý: Nếu o 2 b 2 c 2 * 0 thì: - A, cắt A 0 <=> 


a. 


a. 


a. 

-A.//A, <^- L = 
1 ữ 2 
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4. Góc giữa hai đường thẳng 

Góc giữa hai đường thẳng Aj và A 2 có phương trình cho ở mục 3, có vectơ 
pháp tuyến n và n 2 được tính bởi cổng thức : 


cos 





- * 


/ — V 



n . 

n 

( A 1’ A 2 ) = 

cos í , «2 j 


1 

2 


n \ 


n 7 


' a \ a 2 + ^ 1^2 


\R +b ỉ -\R +b 2 


5. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng 

Khoảng cách từ điểm MẨXq\ y 0 ) đến đường thẳng A có phương trình : 


ax + by + c = 0 được cho bởi công thức d(M 0 , A) = 


% + ^0 + c 
Vữ 2 +ố 2 


B. DẠNG TOÁN cơ BẢN 

Vân đấ 1 

Viết phương trình tham số của đưòng thẳng 


I. Phương pháp 

Để viết phương trình tham số của đường thẳng A ta thực hiện các bước : 

- Tìm vectơ chỉ phương u = (u .; « 2 ) của đường thẳng A ; 

- Tim một điểm MqÌXq ; y 0 )v thuộc A ; 


- Phương trình tham số của A là : 


X = Xq + 


[y = y 0 + tu 2 . 


BS* Chú ý 

- Nếu A có hệ số góc k thì A có vectơ chỉ phương « = (1 ; k). 

- Nếu A có vectơpháp tuyến n =(a ; b) thì A có vectơ chỉ phương 

u = (-b ; a ) hoặc u =(i >; - a ). 
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2. Các ví du 


er Ví dụ 1 . Lập phương trình tham số của đường thẳng A trong mỗi trường 
hợp sau : 


a) A đi qua điểm M (2 ; 1) và có vectơ chỉ phương u = (3 ; 4); 

b) A đi qua điểm M(5 ; - 2) và có vectơ pháp tuyến n = (4 ; - 3). 


GIẢI 


a) Phương trình tham số của A là : 


Ị X = 2 + 2>t 
[y = l + 4t. 


b) A có vectơ pháp tuyến n = (4 ; -3) nên có vectơ chỉ phương u = (3 ; 4). 


Phương trình tham số của A là : 


ị X = 5 + 3t 
j = -2 + 4í. 



Ví dụ 2. Viết phương trình tham số của đường thẳng A trong mỗi trường 
hợp sau : 

a) A đi qua điểm M{ 5 ; 1) và có hệ số góc k = 3 ; 

b) A đi qua hai điểm >4(3 ; 4) và 6(4 ; 2). 


GIẢI 

a) A có hệ số góc k = 3 nên A có vectơ chỉ phương u = (1; 3). 


Phương trình tham số của A là 


ịx = 5 + t 
k y = l + 3f. 


b) A đi qua AvằB nên A có vectơ chỉ phương u = AB = (1 ;-2). 


Phương trình tham số của A là 


I X = 3 + t 
u = 4-2r. 



VẤN đẩ 2 

Viết phương trình tổng quát của dưòng thẳng 
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1. Phương pháp 

Để viết phương trình tổng quát của đường thẳng A ta thực hiện các bước : 

- Tìm một vectơ pháp tuyến n = (ơ \b) của A ; 

- Tìm một điểm M 0 (x 0 ; y 0 ) thuộc A ; 

- Viết phương trình A theo công thức : a(x -X Q ) + b(y-y 0 ) = 0 ; 

- Biến đổi về dạng : ax + by + c = 0. 

Chú ý 

- Nếu đường thẳng A cùng phương với đường thẳng d : ax + by + c = 0 thì A 
có phương trình tổng quát : ax + by + c' = 0. 

- Nếu đường thẳng A vuông góc với đường thẳng d : ax + by + c = 0 thì A có 
phương trình tổng quát: -bx + ay + c" = 0. 

2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Lập phương trình tổng quát cũa đường thẳng d trong mỗi trường 
hợp sau : 

a) d đi qua điểm M (3 ; 4) và có vectơ pháp tuyến n = (1 ; 2); 

b) d đi qua điểm M {3 ; -2) và có vectơ chỉ phương u = (4 ; 3). 

GIẢI 

a) Phương trình tổng quát của đường thẳng d có dạng 

l(^-3) + 2(y-4) = 0o^ + 2y- 11 =0. 

b) Đường thẳng d có vectơ chỉ phương u = (4 ; 3) nên có vectơ pháp tuyến 
là n = (3 ; -4). 

Vậy phương trình tổng quát của d có dạng : 

3(a: - 3) - 4(y + 2) = 0 hay 3* - 4y - 17 = 0. 

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC, biết /4(1 ; 4), B(3 ; -1), C(6 ; 2). Lập phương 
trình tổng quát cũa các đường thẳng chứa đường cao AH và trung tuyến AM 
của tam giác. 

GIẢI 

AH có vec .0 pháp tuyên là ĩc . (3 ; 3) ho ặ c ; -1 ĩĩ = < 1 ; 1). 
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Phương trình tổng quát của đường thẳng chứa AU là : 
l(x- 1 )+ l(y-4) = 0 
<=> + 3 ; — 5 = 0. 

Ta tính được toạ độ trung điểm M của BC như sau : 

_ *B+*C _ 3 + 6 _ 9 

X M 2 2 2 

_ + ^c _ + 2 _ 1 

2 22' 

—; (7. 7 ì 

Ta có AM = ■ 

2 2, 

- 2 —! ._, 

Trung tuyến AM có vectơ chỉ phương u = — AM = (1 ; -1) nên có vectơ pháp 

tuyến n = (1 ; 1). Vậy phương trình tổng quát của đường thẳng chứa AM là: 
(x- l) + (y-4) = 0<=>x + y- 5 = 0. 

Chú ý. Tam giác ABC có đường cao AH trùng với trung tuyến AM nên tam 
giác ABC cân tại A. 
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Cụ thể: 

Hệ (*) có nghiệm duy nhất: Aj cắt A 2 . 

Hệ (*) vô nghiệm : Aj // A 2 . 

Hệ (*) có vô số nghiệm : Aị = A 2 . 

• Góc giữa hai đường thẳng A. và A 2 được tính bởi công thức : 

h g 2 +fe l fe 2 

M +b ỉ 



2. Các ví dụ 

|§3 Ví dụ 1. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau 


a) : 4x - 10y + 1 =0 


và 


cL : X + y + 2 = 0 ; 


b) đ 3 :12x-6y+10 = 0 và d 4 : 2x-y+5 = 0 ; 


c) cL : 8x+ ÍOy- 12 = 0 


và 


cL : 


íx = -6 + 5f 


y = 6 - 4 1. 


GIẢI 


4 -10 

a) Ta có -7 * — 7 — . Vậy d. cắt d ' . 

1 1 1 2 

b) Tacóy = ^j*-^.VẠy'd 3 //d 4 . 

c) Phương trình tổng quát của d , là : 4x + 5y - 6 = 0. 


Ta có : í = -ị = ^-. Vậy 

8 10 -12 5 . 6 


Ví dụ 2. Cho hai đường thẳng đ, : X - 2y + 5 = 0 và d 2 : 3x - y = 0. 

a) Tìm giao điểm của cf 1 và cL; 

b) Tính góc giữa cf 1 và cL. 
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GIẢI 

a) Giao điêm của và d 2 là điểm có toạ độ là nghiệm của hệ phương trình : 


jx-2y + 5 = 0 
3x-y = 0 


a> < 


X = 1 

3> = 3. 


Vậy d cắt d 2 tại điểm (1 ; 3). 


a i a 2 +b ì b 2 3 + 2 5 1 

1 2Ì ]a\+b].]a\+b\ VĨT4.V9TT 5V2 V2 



VẤN ỔẼ 4 

Khoảng cách từ một diêm đến một dường thẳng 


1. Phương pháp 

• Để tính khoảng cách từ điểm M Q (x Q ; y ố ) đến đường thẳng A:ax + by + c = 0 


ta dùng công thức 


d(M 0 , A) = 


ax ữ +by ữ +c 

Vư 2 + ồ 2 


• Nếu đường thẳng A : ax + by + c = 0 chia mặt phẳng Oxy thành hai nửa 
mặt phẳng có bờ là A, ta luôn có : 


- Một nửa mặt phẳng chứa các điểm (x l ; y ) thoả mãn 

A (Mj ) = ax ị +by Ị +c> 0 ; 


- Nửa mặt phẳng còn lại chứa các điểm M (x ; y ) thoả mãn 

A (M 2 ) = ax 2 +by 2 +c < 0. 


• Cho hai đường thẳng cắt nhau A , A 2 có phương trình : 

Aj : a { x + b y + c. =0 
A 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 =0. 



Gọi d và d’ là hai đường thẳng chứa đường phân giác của các góc tạo bởi hai 
đường thẳng Aj và A 2 . 

Ta có : M(x, y) e d u d’ 


<=> d(M, Aj) = d{M, A 2 ) <=> 


a.x + b.y + c. a.x + Ky + c 


•j“ì + h ì 


sfê +*2 


Vậy phương trình của hai đường phân giác của các góc hợp bởi A và A , là 
a Ị x + b Ị y + c Ị a 2 x+b 2 y+c 2 


•J°ỉ +b ỉ 


■J4 +b ỉ 



2. Các ví dụ 

* 

f Ví dụ 1. Tính khoảng cách từ điểm đến đường thẳng được cho tương ứng 
như sau : 

a) A(3 ; 5) và A : 4x + 3y + 1 = 0 ; 

b) fí(1 ; 2) và A': 3x - 4y + 1 = 0. 

GIẢI 

A ,_ |4.3 + 3.5 +1| 28 

a) Ta có d(A, A) =-f. 

V16 + 9 5 

|3.1-4.2 + l| 4 


b) 


d(B, A') = 


V9 + 16 


í Ví dụ 2. Cho đường thẳng A : X - y + 2 = 0 và hai điểm 0(0 ; 0), A(2 ; 0). 

a) Chứng tỏ rằng hai điểm A và o nằm về cùng một phía đối với đường 
thẳng A. 

b) Tìm điểm O’ đối xứng của o qua A. 

c) Tìm điểm M trên A sao cho độ dài của đoạn gấp khúc OMA ngắn nhất. 

GIẢI 


a) Ta có A (/4) = 2- 0 + 2 = 4>0 
A (ơ) = 0- 0 + 2 = 2>0. 


0THH1Q A 
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* 


Vậy AvằO nằm về cùng một phía đối với đường thẳng A. 


b) Gọi d là đường thẳng đi qua o và vuông góc với A tại H. Phương trình 

\x = t 

tham số của d là < 



Vì H e d nên toạ độ của H có dạng ( X H ; -Xu)- 
Mặt khác : H € ầ=> X H - ( -X H ) + 2 = 0=>x w = -l. 
Vậy H có toạ độ là (- 1 ; 1). 

Vì H là trung điểm của 00' nên X Q . = 2x H = -2 

y 0 ’= 2 y H =2 - 

Vậy ớ' có toạ độ là (- 2 ; 2). 


c) Ta có OM + MA = 0'M + MA. 

Độ dài của đoạn gấp khúc OMA ngắn nhất o ớ', M, A thẳng hàng 
<» OA cắt A tại M. 

Phương trình đường thẳng OA là : X + 2y - 2 = 0. 

Toạ độ của M(x; y) là nghiệm của hệ phương trình 


x-y+2=0 

_ » 
x + 2y-2 = 0 



Vậy điểm M 


2 

v~3 ’ 


-) 

3y 


thoả mãn yêu cầu đề bài. 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

3.1. Lập phương trình tham số của đường thẳng d trong mỗi trường hợp sau : 

a) d đi qua điểm A(- 5 ; - 2) và có vectơ chỉ phương u = (4 ; - 3); 

b) d đi qua hai điểm A(y/3 ; 1) và5(2 +V3 ; 4). 
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3.2. 


Cho đường thẳng A có phương trình tham sô 


X — 2 + 2/ 
y = 3 + í. 


a) Tìm điểm M nằm trên A và cách điểm y4(0 ; 1) một khoảng bằng 5. 

b) Tìm toạ độ giao điểm của đường thẳng A với đường thẳng * + y + 1 = 0. 

c) Tìm điểm M trên A sao cho AM ngắn nhất. 


3.3. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A trong mỗi trường hợp sau : 

a) A đi qua điểm M{ 1 ; 1) và có vectơ pháp tuyến n = (3 ; - 2); 

b) A đi qua điểm A(2 ; - 1) và có hệ số góc k = - ; 

c) A đi qua hai điểm A(2 ; 0) và 5(0 ; - 3). 

3.4. Lập phương trình ba đường trung trực của một tam giác có trung điểm các 
cạnh lần lượt là M(- 1 ; 0), N(4 ; 1), 5(2 ; 4). 


3.5. Cho điểm M( 1 ; 2). Hãy lập phương trình của đường thẳng qua M và chắn 
trên hai trục toạ độ hai đoạn có độ dài bằng nhau. 

3.6. Cho tam giác ABC , biết phương trình đường thẳng AB : X - 3y + 11 = 0, 
đường cao AH : 3x + 7y - 15 = 0, đường cao BH : 3x - 5y + 13 = 0. Tìm 
phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh còn lại của tam giác. 


3.7. Cho tam giác ABC có A(- 2 ; 3) và hai đường trung tuyến : 2x - y + 1 = 0 và 
X + y - 4 = 0. Hãy viết phương trình ba đường thẳng chứa ba cạnh của 
tam giác. 

3.8. Với giá trị nào của tham sô' m thì hai đường thẳng sau đây vuông góc : 

A. : mx + y + ợ = 0và A 2 :x-y + m = 01 


3.9. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau đây : 

X = -1 - 5í . ư ịx = —6 + 5t 


a) d : 


y = 2 + 4t 


và d'\ 


y = 2-4? ; 


b) d : 



và d’ :2x + 4y-10 = 0; 


c) d : x + y-2 = 0vằd' :2x + y-3 = 0. 
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3.10. Tìm góc giữa hai đường thẳng : 

d x : X + 2y + 4 = 0 và d 2 : 2x - y + 6 = 0. 

3.11. Tính bán kính của đường tròn có tâm là điểm /(1 ; 5) và tiếp xúc với đường 
thẳng A : 4x - 3y + 1 = 0. 

3.12. Lập phương trình các đường phân giác của các góc giữa hai đường thẳng 

Aj : 2 jc + 4y +1 = 0 và A 2 : X - 2y - 3 = 0. 

3.13. Tìm phương trình của tập hợp các điểm cách đều hai đường thẳng : 

Aj : 5 jc + 3y - 3 = 0 và A 2 : 5* + 3y + 7 = 0. 

3.14. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm M( 2 ; 5) và cách đều hai điểm 

A(-l ; 2) và 5(5 ; 4). 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 

A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Phương trình đường tròn (h.3.3) 

• Phương trình đường tròn tâm 
I(a ; b), bán kính R là : 

(jc - aÝ + (y - bÝ = /? 2 . 

• Nếu a 2 +b 2 - c> 0 thì phương 

trình X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0 là 
phương trình của đường tròn tâm Hình 3.3 

I(a ; b ), bán kính R = yỊa 2 +b 2 -c. 

• Nếu a 2 + b 2 - c = 0 thì chỉ có một điểm I(ơ ; b) thoả mãn phương trình 
X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0. 

• Nếu a 2 + b 2 - c < 0 thì không có điểm M(x ; y) nào thoả mãn phương trình 
-V 2 + y 2 - 2 ax - 2by + c = 0. 



13 : 





2. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 

Tiếp tuyến tại điểm MẨX' y ữ ) của đường tròn tâm I(a ; b ) có phương trình : 

(x 0 -a)(x -x 0 ) + (y 0 -b)(y -y ữ ) = 0. 


DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

VẤN đẩ 1 

Nhận dạng một phương ừình bậc hai là phương trình đường tròn. Tìm tâm 
và bán kính đưòng tròn 

1. Phương pháp 

Cách 1 : - Đưa phương trình về dạng : 

X + y 2 - 2 ax - 2 by + c = 0 . ( 1 ) 

- Xét dấu biểu thức m= a 2 +b 2 -c. 

- Nếu m > 0 thì ( 1 ) là phương trình đường tròn tâm Ị{a ; b), bán kính 
R = yja 2 +b 2 -c. 

Cách 2 : - Đưa phương trình về dạng 

(x-a) 2 +(y-b) 2 =m. (2) 

- Nếu m > 0 thì (2) là phương trình đưòng tròn tâm Ha ; b), bán kính 
R = \fm. 

2. Các ví dụ 

1 VỈ dụ 1. Trong các phương trình sau, phương trình nào biểu diễn đuờng tròn ? 


Tìm tâm và bán kính nếu có : 


a) X 2 + y 2 - 6x + 8y + 100 = 0 

(1) 

b) X 2 +y 2 +4x-6y- 12 = 0 

(2) 

c) 2x 2 + 2y 2 - 4x + 8y - 2 = 0. 

(3) 



GIẢI 

a) (1) có dạng X 2 +y 2 - 2ax - 2bỵ + c - 0, với a = 3, b = - 4, c = 100. 

Ta có ơ 2 +b 2 -c = 9 + 16 - 100 < 0. 

Vậy (1) không phải là phương trình của đường tròn. 

b) (2) có dạng X 2 +y 2 - 2 ax - 2by + c = 0, với a = - 2, b = 3, c = -12. 

Ta có a 2 +b 2 -c = 4 + 9 + 12 = 25 > 0. 

Vậy (2) là phương trình của đường tròn tâm là điểm (-2 ; 3), bán kính bằng 
yla 2 +b 2 -c= 5. 


c) Ta có : (3) <=> X 2 + ỵ 2 - 2x + 4y - 1 = 0 <=> (x - 1) 2 + (y + 2) 2 = 6 

(x- 1) 2 + (y + 2) 1 = (Vó ) 2 


Vậy (3) là phương trình của đường tròn tâm là điểm (1 ; -2), bán kính 

bằng Vó. 

Ví dụ 2. Cho phương trình X 2 + y 2 - 2mx + 4my + 6m -'\ = 0. (1) 

a) Với giá trị nào của m thì (1) là phương trình của đường tròn ? 

b) Nếu (1) là phương trình của đường tròn hãy tìm toạ độ tâm và tính bán 
kính đường tròn đó theo m. 

GIẢI 


a) (1) có dạng X +y - 2ax - 2by + c = 0 với a = m, b = - 2m, c = 6m 
( 1 ) là phương trình của đường tròn khi và chỉ khi a 2 +b 2 - c> 0, mà 
a 2 + b 2 - c > 0 <=> m 2 + 4m 2 — 6 m + 1 > 0 

<^> 5 m 2 — 6 m + 1 > 0 


- 1 . 


<=> 


1 

m< — 
5 

m> 1. 


b) Khi m<-jvm>lthì(l)là phương trình của đưòng tròn tâm ỉ(m ; - 2 m) 


và có bán kính R 


= Ism 2 - 


6m + ì. 


134 



Vân đỀ 2 


Lập phương trình của đường tròn 

1 . Phương pháp 

Cách 1 : 

- Tìm toạ độ tâm I(a ; b) của đường tròn (); 

- Tìm bán kính R của ( ( íê ); 

- Viết phương trình theo dạng (x-a) 2 +(y-b) 2 - R 2 . (1) 

Ki 3 Chú ý 

- (<&) đi qua /4, B o IA 2 = IB 2 = R 2 . 

- ( 9ễ) đi qua A và tiếp xúc với đường thẳng A tại A o /A = dự, A). 

t 

-(*&) tiếp xúc với hai đường thẳng Aj và A 2 <=> d (I, Aị) = d (ỉ, A 2 ) = R. 
Cách 2 : 

- Gọi phương trình của đường tròn () là X 2 + y 2 - 2 ax - 2 by + c = 0 (2) 

- Từ điều kiện của đề bài đưa đến hệ phương trình với ẩn số là a, b, c. 

- Giải hệ phương trình tìm a, b, c thế vào (2) ta được phương trình đường 
tròn (*<?). 


2. Các ví dụ 

m Ví dụ 1. Lập phương trình của đường tròn (í?) trong các trường hợp sau : 
à) ( < &) có tâm /(- 1 ; 2) và tiếp xúc với đường thẳng A:x-2y+7 = 0; 
b) {<&) có đường kính là AB với /\(1 ; 1), fi(7 ; 5). 


a) Ta có R = dự, A) = 


GIẢI 

-1-4 + 71 2 

VĨT4 ~n/5 


Vậy phương trình của (^) là : (x+1) 2 +(y-2) 2 =-2.. 

5 
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b) Tâm I của (*&) là trung điểm của AB. 


1 2 2 

V _ ^ + ^ - 1 + 5 -r 
y ‘~ 2 2 

Do đó : ỈA = V(l-4) 2 + (l-3) 2 = VĨ3. 

Vậy phương trình của (í?) là : (x-4) 2 +(y-3) 2 = 13. 



Ví dụ 2. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm A( 1 ; 2), 6(5 ; 2), C(1 ; - 3). 


GIẢI 

Xét đường tròn ( ( ĩễ) có dạng X 2 + y 2 - 2ax - 2 by + c = 0 . 
( ^ê) đi qua A, B, c khi và chỉ khi 


l+4-2ứ-4ồ+c=0 

2a + 4b-c = 5 

< 25 + 4 - 10ứ - 4Ồ + c = 0 <=> * 

10ứ + 4ồ-c = 29 <=> < 

l+9-2ứ+6ồ+c=0 

2a — 6b-c = 10 

V. 

V 


a = 3 



Vậy phương trình đường tròn đi qua ba điểm A, B,c là : 
X 2 +y 2 - 6 x + y - 1 = 0. 


lĨ Ị^ Vân ? 

Lập phương trình tiếp tuyến của đưòng tròn 

I. Phương pháp 

Loại 1. Lập phương trình tiếp tuyến tại điểm M Q (x Q ; }’ 0 ) thuộc đường tròn ( ^8). 
- Tìm toạ độ tâm I(a ; b) của 


136 



- Phương trình tiếp tuyến với ( ( @) tại M 0 (x 0 ; y 0 ) có dạng : 
c *0 - à)(x - * 0 ) + ơ 0 - b)(y - y 0 ) = 0. 

Loại 2. Lập phương trình tiếp tuyến A với (í?) khi chưa biết tiếp điểm : 
Dùng điều kiện tiếp xúc để xác định A : 

A tiếp xúc với đường tròn () tâm I, bán kính R <=> d(I, A) = R. 


2. Các ví dụ 

* 

Ví dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn 
(3?): (x-1) 2 + (y + 2) 2 =25 

tại điểm Mq (4 ; 2) thuộc đường tròn ( < ễ > ). 

GIẢI 

(*&) có tâm là điểm (1 ; -2). Vậy phương trình tiếp tuyến với ( r €) tại 
Mq (4 ; 2) có dạng : 

( x 0 - a)(X - X Q ) + (y 0 - b)(y - y 0 ) = 0 
o (4 - l)(x - 4) + (2 + 2)0 - 2) = 0 o 3x + 4y - 20 = 0. 



Ví dụ 2. Lập phương trình tiếp tuyến với đường tròn 
(<&): X 2 + y 2 -4x-2y = 0. 

Biết rằng tiếp tuyến đi qua điểm /4(3 ; - 2). 


GIẢI 

Phương trình của đường thẳng A đi qua /4(3 ; - 2) có dạng 
ỵ + 2 = k(x -3)<okx-y-2-3k = 0. 

() có tâm 1(2; 1 ) và có bán kính R = \la 2 +b 2 -c = V4+1 -0 = y[5 . 
A tiếp xúc với ( < ễ > ) o d (/, A) = R o \lLJzL2li = ,/5 
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(3 + Ấ:) 2 = 5(Ấ: 2 +1) 4k 2 -6k-4 = 0<* 


k = 2 

k = ~- 
2 


Vậy có hai tiếp tuyến với (í?) kẻ từ A là : :2x-y-8 = 0; 

A 2 : X + 2y + 1 = 0. 

mp Ví dụ 3. Viết phương trình tiếp tuyến A với đường tròn 

( ( &): X 2 +y 2 - 4x + 6y + 3 = 0 
biết rằng A song song với đường thẳng d: 3x - y + 2006 = 0. 

GIẢI 

( < ể’) có tâm 1(2 ; - 3) và bán kính R = -v/ĩõ. 

Phương trình của đường thẳng A song song với d có dạng : 

A : 3x - y + c = 0. 

A tiếp xúc với ( < ễ > ) khi và chỉ khi 


d(ỉ, A) = R <=> 


6 + 3 + c 


V9+I 


= M 


<=> 


c + 


9| = 10 


<=> 


c = 1 
c = -19. 


Vậy phương trình của Alà 3x-y+l=0 hay 3 x-y— 19 = 0. 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

3.15. Trong mặt' phảng Oxy, hãy lập phương trình của đường tròn () có tâm là 
điểm (2 ; 3) và thoả mãn điều kiện sau : 

a) ( ( &) có bán kính là 5 ; b) ( ( ÍẾ>) đi qua gốc toạ độ ; 

c)(^) tiếp xúc với trục Ox ; d) () tiếp xúc với trục Oy ; 

e) ( ^8 ) tiếp xúc với đường thẳng A : 4x + 3y - 12 = 0. 

3.16. Cho ba điểm A(1 ; 4), B(- 7 ; 4), C(2 ; - 5). 

a) Lập phương trình đường tròn (í?) ngoại tiếp tam giác ABC ; 

b) Tìm tâm và bán kính của ( ( ẽ). 
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3.17. Cho đường tròn (í^) đi qua hai điểm A(— 1 ; 2), B{— 2 ; 3) và có tâm ở trên 
đường thẳng A : 3x - y + 10 = 0. 

a) Tìm toạ độ tâm của (%>); 

b) Tính bán kính R của (*&); 

c) Viết phương trình của ( ( ẽ). 

3.18. Cho ba đường thẳng Aj : 3x + Ay - 1 = 0 

A 2 : 4x + 3y - 8 = 0 
d. : 2x + y - ỉ = 0. 

a) Lập phương trình các đường phân giác của các góc hợp bởi A và A . 

b) Xác định toạ độ tâm / của đường tròn () biết rằng I nằm trên dvằ(&) 

tiếp xúc với A và A . 

c) Viết phương trình của ( ( @). 

3.19. Lập phương trình của đường tròn đi qua hai điểm /4(1 ; 2), 5(3 ; 4) và 
tiếp xúc với đường thẳng A : 3x + y - 3 = 0. 

3.20. Lập phương trình của đường tròn đường kính AB trong các trường hợp sau : 

a) A có toạ độ (- 1 ; 1), B có toạ độ (5 ; 3); 

b) A có toạ độ (- 1 ; - 2), B có toạ độ (2 ; 1). 

3.21. Lập phương trình của đường tròn ( < ễ’) tiếp xúc với các trục toạ độ và đi qua 
điểm M(4 ; 2). 

3.22. Cho đường tròn ( ( ẽ > ): X 2 +y 2 -x-ly = 0 và đường thẳng d: 3x + 4y - 3 = 0. 

a) Tìm toạ độ giao điểm của ( < ễ J ) và ( d ). 

b) Lập phương trình tiếp tuyến với ( < ễ’) tại các giao điểm đó. 

c) Tim toạ độ giao điểm của hai tiếp tuyến. 

3.23. Cho đường tròn ( < 8 > ) : X 2 +y 2 - 6x + 2y + 6 = 0 và điểm A (1 ; 3). 

a) Chứng tỏ rằng điểm A nằm ngoài đường tròn (í?). 

b) Lập phương trình tiếp tuyến với ( c ẽ) xuất phát từ điểm A. 
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3.24. Lập phương trình tiếp tuyến A của đường tròn () : X 2 + y 2 - 6x + 2y = 0 
biết rằng A vuông góc với đường thẳng d : 3x - y + 4 = 0. 

3.25. Cho đường tròn ( < &):(x+ l) 2 + (y - 2) 2 = 9 và điểm M (2 ; -1). 

a) Chứng tỏ rằng qua M ta vẽ được hai tiếp tuyến Aj và A 2 với (). Hãy 
viết phương trình của Aị và Aj. 

b) Gọi M J và M 2 lần lượt là hai tiếp điểm của Aj và A 2 với (í?), hãy viết 
phương trình của đường thẳng d đi qua Mị và M 2 . 

3.26. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (í?) có phương trình 
X 2 + y 2 - 8* - 6y = 0 biết rằng tiếp tuyến đó đi qua gốc toạ độ o. 

3.27. Cho hai đường Ườn (í?,): X 2 + y 2 - 6x + 5 = 0 

và (# 2 ): x 2 +y 2 - I2x-6y + 44 = 0. 

a) Tim tâm và bán kính của C& |) và(í? 2 )- 

b) Lập phương trình tiếp tuyến chung của (ị) và (^ 2 )- 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


A. CÁC KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Trong mặt phẳng Oxy cho hai 
điểm (-C ; 0), F 2 (c ; 0) và độ 

dài không đổi 2 a (a > c > 0). 
Elip ( E) là tập hợp các điểm M 

sao cho F X M + F 2 M = 2 a 
(h.3.4). Ta co thể viết: 

(E)= {M / F Ị M + F 2 M = 2a). 



2 2 

2. Phương trình chính tắc của elip ( E) là : + — 2 " = 1 (ứ 2 =b 2 +c 2 ). 

a b 
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3. Các thành phần của elip ( E ) là : 

- Hai tiêu điểm : F y (- c ; 0), F 2 ( c ; 0) 

- Bốn đỉnh : (- a ; 0), (a ; 0), 

^(0; -/?), B 2 (0\b)\ 

- Độ dài trục lớn : = ’ 

- Độ dài trục nhỏ : B.B 0 = 2b ; 

1 2 

- Tiêu cự : F { F 2 = 2c (h.3.5). 



4. Hình dạng của elip ( E ) : 

- (£) có hai trục đối xứng là ơ.r, Oy và có tâm đối xứng là gốc toạ độ ; 

- Mọi điểm của elip ( E ) ngoại trừ bốn đỉnh đều nằm trong hình chữ nhật có 
kích thước 2 ơ và 2 b giới hạn bởi các đường thẳng X = ± a, y = ± b. Hình chữ 
nhật đó gọi là hình chữ nhật cơ sở của elip. 


DẠNG TOÁN Cơ BẢN 

*/■ 

VẤN ỔỀ 1 

Lập phương trinh chính Lắc của một elip khi biết các thành phẩn đủ dể 
xác định elip dó 


1. Phương pháp 

- Từ các thành phần đã biết, áp dụng cồng thức liên quan ta tìm được 
' phương trình chính tắc của elip. 


- Lập phương trình chính tắc của 
elip theo công thức : 



— Ta có các hệ thức (h.3.6): 
• 0 < b < a 
.cW-b 2 
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• F ị F 1 - 2c (tiêu cự) 

• AịA 2 = 2a (độ dài trục lớn) 

• B l B 2 = 2b (độ dài trục nhỏ) 

• M e (E) o F X M + F 2 M = 2a. 

- Ta có toạ độ các điểm đặc biệt của elip ( E ): 

• Hai tiêu điểm : Fị(-C ; 0), F 2 (c ; 0) 

• Hai đỉnh trên trục lớn : A x {-a ; 0), A 2 (a ; 0) 

• Hai đỉnh trên trục nhỏ : z?j(0 ; - b ), B 2 ( 0 ; b). 



2. Các ví dụ 

Ví dụ 1. Lập phương trình chính tắc của elip (£) trong mỗi trường hợp sau 
a) Độ dài trục lớn bằng 10 và tiêu cự bằng 6 ; 


b) Một tiêu điểm là điểm Í-n/Õ ; oì và điểm 


í 


1; 


Vã 


\ 


V 


nằm trên elip. 


J 


GỈẢỈ 

a) Ta có 2 a = 10 suy ra a = 5, 2c = 6 => c = 3 

ĩ 2 2 2 c 


Vậy phương trình chính tắc của elip ( E) là : 


b) Phương trình chính tắc của ( E) có dạng 


a 


9 = 

16. 

2 

2 

X 


25 

16 

2 

2 

T + 


Vì ( E ) có một tiêu điểm fj Ị-V3; oj nên c = V3. Ta có 


í 


1; 


Vĩ 


\ 


V 


) 


1 3 

e(£)=>-^ + -fx- = 1 
a 4 b 2 


( 1 ) 


2 _ 1 2 2 _ 1 2 

a -0 + c - b +3. 


( 2 ) 
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Thế(2) vào (1) ta được ————+—%r = 1 o 4 b 2 * +3 (b 2 +3) = 4b 2 (b 2 +3) 


b 2 + 3 4 b 2 


o 46 4 +56 2 -9 = 0 o 6 2 = 1. 


Từ (2) suy ra a 2 = 4. 


2 2 

Vậy phương trình chính tắc của elip (£) là : —— + ^ 7 “ = 1. 

4 1 


Ví dụ 2. Lập phương trình chính tắc của elip (£) trong mỗi trường hợp sau : 

a) Một đỉnh trên trục lớn là điểm (3 ; 0) và một tiêu điểm là điểm (-2 ; 0); 

b) (£) đi qua hai điểm M (0 ; 1) và N 1; ệ). 


GIẢI 

a) Ta có a = 3 ; c = 2. 

Suy ra b 2 = a 2 - c 2 = 9-4 = 5. 

Vậy phương trình chính tắc của elip là : 

2 2 

Ặ + ệ=l. 

9 5 

b) Phương trình chính tắc của (E) có dạng : 

2 2 

4+4 = 1. 

2,2 

ữ ơ 

í 

Do (£) đi qua hai điểm M(0 ; 1) và V 1; —7- nên thay toạ độ của M và N 

V ^7 

vào phương trình của (E) ta được : 


= 1 


1 3 

a 4 b 


2 2 

' X V 

Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là : 

4 1 
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Vân đỀ 2 


Ắác định các thành phẩn của một clip khi biết phương trinh chính tắc của 
elip đó 

1. Phương pháp 

2 2 

Các thành phần của elip (E) : —+ -^— = 1 (h.3.7) : 

ớ 0 

- Trục lớn của (E) nằm trên Ox, w - 2 a ; 

- Trục nhỏ của (E) nằm trên Oy, B y B 2 = 2 b ; 

- Hai tiêu điểm : Fj (- c ; 0), F 2 (c ; 0) 

với c = yfa -b 2 ; 

- Tiêu cự: F. £. = 2c ; 

1 2 

- Bốn đỉnh : Aị (- a ; 0), (a ; 0), 

B ỉ (0--b), B 2 (0;b); 

- Tỉ số — < 1; 

a 

- Phương trình các đường thẳng chứa các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là 
X = ± ơ , y = ± b. 


2b; 

b 

\ 

b 2 


-a 

ị -c 


a 


{ 

,U-~ \ 

o 1 

^2 X 


-b 




Hình 3.7 


2. Các ví dụ 

9 

Ví dụ 1 . Xác định độ dài các trục, toạ độ các tiêu điểm, toạ độ các đỉnh và 
■ • * • * # ' • • 

2 2 

vẽ elip (£) có phương trình 4— + 4— = 1. 

25 9 

GIẢI 

2 2 

Phương trình (£) có dạng : -rr + ^-T- = 1 

z 1 z 

a b 


Do đó : 


á =25 
b 2 = 


ịa = 5 
<=> í, 

9 l* = 3 


/ 2 Tĩ 

c - vV/" -b = 4. 




Vây ( E ) có : 

- Trục lớn : A= 2a = 10 ; 

- Trục nhỏ : B^B 2 = 2b = 6; 

- Hai tiêu điểm : fj (- 4 ; 0), F 2 (4 ; 0); 

- Bốn đỉnh : /^(-5:0), (5 ; 0), 

B ] (Ọ ; - 3), B 2 (0 ; 3). 

Hình vẽ của ( E ) như hình 3.8. 



Ví dụ 2. Cho elip (£) có phương trình 


2 .,2 
X . y 
+ 7 


100 36 


= 1 . 


Hãy viết phương trình đường tròn ( < &) có đường kính là F 1 F 2 trong đó F 1 và 
F 2 là hai tiêu điểm của (E). 


GIẢ] 

2 2 

Phưcmg trình (£) có dạng —— + = 1. 

ứ ồ 

Ta có a 2 = 100, b 2 = 36. 

Suy ra c 2 = a 1 - b 2 = 64 
c = 8. 

Đường tròn đường kính FjF 2 có tâm là gốc toạ độ và có bán kính R = c = 8. 
Vậy phương trình của ( ( &) là : X 2 + y 2 = 64. 


E VẤN đế? 

Điểm M di động trên một elip 

1. Phương pháp 

Để chứng tỏ điểm M di động trên một elip ta có hai cách (h.3.9): 


10-BTHH10-A 
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Cách 1 : Chứng minh tổng khoảng cách 
từ M đến hai điểm cố định Fy, F 2 là 

một hằng số 2 a (FịF 2 < 2a). 

Khi đó M di động trên elip (£) có hai 
tiêu điểm F v F 2 và trục lớn là 2 a. 

Cách 2 : Chứng minh trong mặt phẳng 
toạ độ Oxy điểm M(x ; y) có toạ độ thoả 
mãn phưcmg trình' 




a 


2 




với a, b là hai hằng số thoả mãn 0 < b <a. 


2. Các ví dụ 

f Ví dụ 1. Cho hai đường tròn *&ẠFy ; và *& 2 (F 2 ; R 2 ). ) nằm trong 

(^ 2 ) và Fy * F 2 . Gọi M là tâm của đường tròn ( 9ễ) thay đổi nhưng luôn 

tiếp xúc ngoài với (^) và tiếp xúc trong với (^ 2 ). Hãy chứng tỏ điểm M di 
động trên một elip. 

GIẢI 

Ta có MFy = R + Ry ; MF 2 = /? 2 - R. 

Suy ra MFy + MF 2 - Ry + /Ị,. 

Vậy M di động trên elip có hai tiêu điểm là F. và F 1 và có trục lớn là 

2a = Ry + /?2 ■ 


Ví dụ 2. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho điểm M(x ; y) di động có toạ độ 
luôn thoả mãn 


J X = 5cos t 
1 y - 4sinf 

trong đó t là tham số thay đổi. 

Hãy chứng minh điểm M di động trên một elip 
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10-BTHH10-B 



GIẢI 


Ta có 


I X = 5cos t 
[y = 4sirư 



— = cos t 

5 

y 

— = sin/ 

u 



í 2 

—- = cos t 
25 


y -2, 

— = sin t 
J6 


=>'ị-+ĩ- 

25 16 



Vậy M di động trên elip có phương trình là 


Ỉ7 + 77=l- 
25 16 


c. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 

3.28. Viết phương trình chính tắc của elip (E) trong mỗi trường hợp sau : 

a) Độ dài trục nhỏ bằng 12 và tiêu cự bằng 16 ; 

b) Một tiêu điểm là (12 ; 0) và điểm (13 ; 0) nằm trên elip. 

3.29. Tìm tọa độ các tiêu điểm, các đỉnh, độ dài các trục của mỗi elip có phương 
trình sau : 

V- 

a) 4x 2 +9y 2 = 36; b) JC 2 + 4y 2 = 4. 

330. Cho đường tròn í?. (FI; 2 a) cô định và một điểm F 2 cố định nằm ương (). 

Xét đường tròn di động () có tâm M. Cho biết ( ^8 ) luôn đi qua điểm F 2 và 
() luôn tiếp xúc với (^). Hãy chứng tỏ M di động ưên một elip. 

3.31. Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho điểm M(x ; y ) di động có toạ độ luôn thoả 
mãn 

X = 7 cos t 
Ịy = 5sint 

Trong đó t là tham số. Hãy chứng tỏ M di động trên một elip. 

3.32. Viết phương trình chính tắc của elip trong các trường hợp sau : 

, c . 5 

a) Độ dài trục lớn bằng 26 và tỉ số — bằng -r~ ; 

a 13 

b) Tiêu điểm F,(-6 ; 0) và tỉ sô' — bằng ị . 

a 3 
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3.33. Viết phương trình chính tắc của elip ( E) có hai tiêu điểm là F, và F 2 biết 

( 9^ ( 19 \ 

a) ( E ) đi qua hai điểm M 4 ; -- và V 3 ; — ; 

V 5 ; V 5 J 

3 

; 

3.34. Cho elip (E): 9x z + 25y 2 = 225. 

a) Tìm toạ độ hai tiêu điểm Fị, F 2 và các đỉnh của ( E ). 

b) Tìm điểm M e ( E ) sao cho M nhìn F X F 2 dưới một góc vuông. 

2 2 

X y r, , c 

3 . 35 . Cho elip (E): —— + 4— = 1 (0 < b < a). Tính tỉ số — trong các trường hợp sau : 

a b a 

a) Trục lớn bằng ba lần trục nhỏ ; 

b) Đỉnh trên trục nhỏ nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông ; 

c) Khoảng cách giữa đỉnh trên trục nhỏ và đỉnh trên trục lớn bằng tiêu cự. 

3.36. Cho elip (E) : 4x 2 + 9y 2 - 36 và điểm M( 1 ; 1). Viết phương trình đường 
thẳng ( d) đi qua M và cắt ( E) tại hai điểm A và B sao cho M là trung điểm 
của AB. 


Vs 


và tam giác MF X F 2 vuông tại M. 


b) ( E ) đi qua M 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÔN TẬP CHƯƠNG 01 

3.37. Cho ba điểm A(2 ; 1), fi(0 ; 5), C(- 5 ; - 10). 

a) Tìm toạ độ trọng tâm G, trực tâm H và tâm / đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. 

b) Chứng minh I, G, H thẳng hàng. 

c) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

3.38. Cho đường thẳng A có phương trình tham số 

a) Hai điểm A(-l ; 3) và B(2 ; 1) cồ 'nằm trên A không ? 

b) Tìm toạ độ giao điểm của A với hai trục Ox và Oy. 

c) Tìm trên A điểm M sao cho đoạn BM ngắn nhất. 


J X = 2 - 2>t 
ịy = t. 
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3.39. Cho hình chữ nhật ABCD. Biết /4(3 ; 0), B(- 3 ; 3) và phương trình đường 
thẳng chứa cạnh CD : X + 2y - s = 0. Tìm phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh còn lại. 

3.40. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng A:x-^ + 2 = 0và điểm /4( 2 ; 0). 

a) Chứng minh rằng hai điểm A và ớ nằm về cùng một phía đối với đường 
thẳng A. 

b) Tìm điểm M trên A sao cho độ dài đường gấp khúc OMA ngắn nhất. 

3.41. Cho ba điểm /4(3 ; 5), BỌ. ; 3) và C(6 ; 2). 

a) Viết phương trình đường tròn (í?) ngoại tiếp tam giác ABC. 

b) Hãy xác định toạ độ của tâm và bán kính của ( 9%). 

3.42. Cho phương trình X 2 + y 2 -2 mx - 4 (m-2)ỵ + 6- m = 0. (1) 

a) Tìm điều kiện của m để (1) là phương trình của đường tròn, ta kí hiệu 
là (C m ). 

b) Tìm tập hợp các tâm của (C m ) khi m thay đổi. 

3.43. Lập phương trình chính tắc của elip ( E ) trong mỗi trường hợp sau : 

a) Một đỉph là (0 ; - 2) và một tiêu điểm là (-1 ; 0); 

b) Tiêu cự bằng 6, tỉ số — bằng ^. 

a 5 


3.44. 


3.45. 


2 2 

Cho elip (E): ^7 + g = 1 và đường thẳng A thay đổi có phương trình tổng 

quát Ax + By + c = 0 luôn thoả mãn 25/4 2 + 9 B 2 = c 2 . Tính tích khoảng 
cách từ hai tiêu điểm Fị, F 2 của ( E ) đến đường thẳng A. 


Cho elip (£): X 2 + 4y 2 = 16. 


a) Xác định toạ độ các tiêu điểm và các đỉnh của elip (£). 

( n 

b) Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm M 1; 

V 


và có vectơ 


pháp tuyến n = (1 ; 2). 

c) Tìm toạ độ các giao điểm A và B của đường thẳng A và elip (E). Chứng 
minh MA = MB. 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIÊM 


3.46. 


Cho ba điểm /4(1 ; 4), 5(3 ; 2), C(5 ; 4). Toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC là 


(A) (2 ; 5) 



(C) (9; 10) 


(D) (3 ; 4). 


3.47. 


Cho đường thảng A có phương trình tham số 




Một vectơ chỉ phương của A có toạ độ là 


(A) (-1 ; 6) 
(C) (5 ; -3) 



(D) (-5 ; 3) 


3.48. Lập phương trình đường thẳng A song song với đường thẳng 

d : 3x - 2y + 12 = 0 và cắt Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho AB = yfĨ3 . Ta 
được kết quả là : 

(A)3;t-2y+12 = 0; (B) 3x-2y- 12 = 0 ; 

(C) 6x - 4y - 12 ■= 0 ; (D) 3x - 4y - 6 = 0. 


3.49. Trong các điểm có toạ độ sau đây, điểm nào nằm trên đường thẳng A có 
phương trình tham sô' 

Xrt 

\y = 2-tl 

(Ạ) (1 ; 1) (B)(0;-2) 

(0 (1 ; -1) (D)(-l;l). 

3.50. Đường thẳng đi qua điểm M( 1 ; 2) và song song với đường thẳng 
d : 4x + 2y + 1 = 0 có phương trình tổng quát là : 

(A) 4x + 2y + 3 = 0 ; (B) 2x + y + 4 = 0 ; 

(C) 2x + y - 4 = 0 ; (D) * - 2y + 3 = 0. 
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3.51. Cho đường thẳng d có phương trình tổng quát: 3x + 5y + 2006 = 0. Trong 
các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) d có vectơ pháp tuyến n = (3 ; 5); 

(B) d có vectơ chỉ phương u = (5 ; -3); 

(C) d có hệ sô' góc k = ^ ; 

3 

(D) d song song với đường thẳng 3x + 5y = 0. 


3.52. Hình chiếu vuông góc của điểm M{ 1 ; 4) xuống đường thẳng A: X — 2y + 2 = 0 

có toạ độ là 
• ■ 

(A) (3 ; 0); (B) (0 ; 3); 

(C) (2 ; 2); (D) (2 ; -2). 


3.53. 


Đường thẳng đi qua hai điểm A(1 ; 1), B(2 ; 2) có phương trình tham số là : 


(A) 

(C) 


x = \ + t 
ỵ = 2 + 2t ; 

jt = 2 + 2/ 

y = 1 + 1 ; 


(B) 

(D) 


X = l + f 

\y = 1 + 2t ; 



3.54. Đường ưòn (C) có tâm là gốc 0(0 ; 0) và tiếp xúc với đường thẳng 
À : 8jc +6y +100 = 0. Bán kính của đường tròn (C) là : 

(A) 4 ; (B) 6 ; 

(C) 8 ; (D)10.. 


3.55. Góc giữa hai đường thẳng : Àj : X + 2y + 4 = 0 

À 2 : X - 3y + 6 = 0 

có sô đo là : 

(A) 30°; (B) 60° ; 

(C) 45° ; (D) 23°12’. 


3.56. Cho hai đường thẳng Aị và A 2 lần lượt có phương trình X - y = 0 và 
yị3x-y = 0. Góc giữa A] và A 2 có số đo là 

(A) 30°; (B) 15° ; 

(C) 45° ; (D) 75° 
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3.57. Phương trình nào trong các phương trình sau dây không là phương trình 
dường tròn ? 

(A) * 2 +y 2 -4 = 0; 

(B) X 2 + y 2 + X + y + 2 = 0 ; 

(C) x 2 +y 2 + x + y = 0‘, 

(D) x 2 +y 2 -2x-2y+ 1 = 0. 

3.58. Cho 3 diểm A(-2 ; p ), B(yỈ2 ; ypĩ ), C(2 ; 0). Đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC có phương trình là I 

(A) X 2 +y 2 -4 ■= 0 ; 

(B) x 2 +y 2 -4x +4 = 0; 

(C) x 2 +y 2 +4x-4y + 4 = 0; 

(D) X 2 +y 2 = 2. 

3.59. Cho hai điểm A(3 ; 0), B(0 ;4). Đường tròn nội tiếp tam giác OAB có phương 
trình là 

(A) x 2 +y 2 =1; 

(B) X 2 +y 2 = 2; 

(C) X 2 + y 2 - 2x - 2y +1=0; 

(D) X 2 + y 2 - 6- 8y + 25 = 0. 

3.60. Cho hai dường tròn : 

{C { ): 2 + y 2 + 2x - 6y + 6 = 0 

(C,): .V 2 + y 2 - 4x + 2y - 4 = 0. 

Tìm mệnh dề dứng trong các mệnh dề sau : 

(A) (Cị) cắt (C 2 ) ; 

(B) (C Ị ) khòng có điểm chung với (C 2 ): 

(C) <C ] ) tiếp xúc trong với (C 2 ); 

(D) (C|) tiếp xúc ngoài với (C 2 ). 
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3.61. 


Tiêp tuyến với đường tròn (C) 
trình là : 

(A) x + y- 2 = 0; 

(C) 2x + y — 3 = 0 ; 


X 2 +y 2 = 2 tại điểm M 0 (l ; 1) có phương 


(B) X + y + 1 = 0 ; 
(D) x-y = 0 . 


3.62. 


SỐ đường thẳng đi qua điểm M( 5 ; 6) và tiếp xúc vói đường tròn 

(C): (x —l) 2 +(y —2) 2 = 1 là 

(A) 0 (B) 1 

(C) 2 (D) 3. 


3.63. Có bao nhiêu tiếp tuyến vói đường tròn (C) : X 2 +y 2 -8x-4y= 0 đi qua 
gốc toạ độ ? 

(A) 0 (B) 1 

(C) 2 (D) 3. 

3.64. Cho elip ( E ) có hai tiêu điểm là Fị, F 2 và có độ dài trục lớn bằng 2 a. Trong 
các mệnh đề sau, mệnh để nào đúng ? 


(A) 2a = F { F 2 ; 
(C) 2 a < F i F 2 ; 


(B) 2 a > FịF 2 ; 
(D) 4 a = FịF 2 . 


2 2 

3.65. Một elip (E) có phương trình chính tắc —~z~ +2^—= 1. 

z 1 z 

a b 


Gọi 2c là tiêu cự của (E). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A) c 2 = a 2 +b 2 ; 
(C) a -b 2 +c 2 \ 


(B) b 2 =a 2 +c 2 \ 
(D) c = a + b. 


3.66. Cho điểm M(2 ; 3) nằm trên đường elip (E) có phương trình chính tắc 

2 2 

ỵ Y ọ 

+ 2-^ = 1. Trong các điểm sau đây điểm nào không nằm trên elip (E): 


2 ,2 

a b 


(A) Mị(-2 ; 3) 
(C) MẶ-2 ; -3) 


(B) M 2 (2 ; -3) 
(D) m]o ; 2). 
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3.67. 


3.68. 


2 2 

Cho elip ( E) có phương trình chính tắc —— 

100 36 

toạ độ sau đây điểm nào là tiêu điểm của elip (£) ? 


= 1. Trong các điểm có 


(A) (10; 0) 
(C) (4; 0) 


(B) (6; 0) 
(D) (-8 ; 0). 


Cho elip ( E ) có tiêu điểm là F|(4 ; 0) và có một đỉnh là /4(5 ; 0). Phương 
trình chính tắc của (£) là 


2 .2 

(A) 4+4 = 1; 
25 16 

2 2 

(Q 4 + 4 = 1; 

25 9 


2 2 

(B) 4+4=1 


(D) 7+7 = 1. 
5 4 


2 2 

3.69. Elip (E):ị- + ị- 

25 16 

chung ? 

(A)0; 

(C) 2; 


1 và đường tròn (C): X 2 +y 2 


= 25 có bao nhiêu điểm 


(B)l; 

(D)4. 


i i 

3.70. Cho elip (E) : ^— + 4 = 1 và đường thẳng A : y = 3. Tích các khoảng cách 

từ hai tiêu điểm của ( E ) đến A bằng giá trị nào sau đây ? 

(A) 16 ; (B) 9 ; 

(C) 81 ; (D) 7. 

3.71. Đưòng tròn đi qua ba điểm /4(0; 3); B(-3 ; 0) và C(3 ; 0) có phương trình là 

(A) X 2 + y 2 = 3 ; (B) ^ + y 2 -6*-6y + 9 = 0; 

(C) X 2 + y 2 -6x + 6y = 0 ; (D)^ + y 2 -9 = 0. 

,,,, v v ,, Á 72 72 ___ 4 ^ 

3.72. Với giá trị nào của m thì đường thắng A : -—x-——y + m = 0 tiếp xúc với 


đường tròn X 2 + y 2 = 1 ? 
(A) m - 1 ; 

(C) m - 72 ; 


(B) m = 0 ; 

_ ___ _ 72 

(D)/n=^ 
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HƯỚNG DẨN GIẢI VÀ ĐÁP số 

§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG 


3.1. a) 


ỉ x 
J = 


b) 


X = 


y = 


-5 + 4/ 
-2 - 3/. 

V3 + 2/ 
1 + 3/. 


3.2. a) M (2 + 2/ ; 3 + /) e A. 

AM = 5 o (2 + 2/) 2 + (2 + /) 2 = 25 


o 5/ + 12/ - 17 = 0 o / = 1 V / = - 


17 

5 




Vậy M có toạ độ là (4 ; 4) hay 
b) M(2 + 2/; 3 + /) e A 

d : JC + y + 1 = 0 


-24 -2 




V 




= 0 o / = — 2, 


Vậy M có toạ độ là (- 2 ; 1), 


c) M(2 + 2/; 3 + /) e A 

ÃÃ ? =(2 + 2 /; 2 + /), = (2 ; 1 ) 

Ta có : AM ngắn nhất o AM _L 


6 ( 

o 2(2 + 2/) + (2 + /) = 0 o / = Vậy M có toạ độ là 

5 ■ l 


2 

5 


íự 

5, 


3.3. a) 3x - 2y - 1 = 0 ; 

1 _ 

b) y + 1 = - --(x - 2) o X + 2y = Q \ 

2 

c) 3x — 2y — 6 — 0. 
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3.4. Gọi Aj, A 2 ,A 3 lần lượt là các đường trung trực đi qua M, N, p. 

Ta có : /ỈA, = NP = (- 2 ; 3). 

Vậy A ] có phương trình -2(x + l) + 3y = 0<=>2x-3y + 2 = 0. 

Ta có «a 2 = ~MP = (3 ; 4). 

Vậy A 2 có phương trình 3(x - 4) + 4(y - 1) = 0 <=> 3x + 4y - 16 = 0. 
Ta có «â 3 = MN = (5 ; 1). 

Vậy A, có phương trình 5(x - 2) + (y - 4) = 0 <=> 5x + y - 14 = 0. 

3.5. Trường hợp 1 : a * 0 và b ^ 0 

Phương trình A có dạng — + = 1. Ta có \a\ = \b\ . 

a b 

• b = a 

. , ,_ X y 

A có dạng : —+— = 1. 

a a 

Me A<=> —+ — = 1 <=> ứ = 3. 
a a 

VậyA: ị + ị = \ »x + y- 3 = 0. 

3 3 

• b = -a 

A có dạng — + — = 1. 
a -a 

Me A<=>— + — = 1 <=> a = - 1. 

ữ -ứ 

Vậy A: -^- + ^- = l<=>x-y + l =0. 

-11 

Trường hợp 2 : b = a = 0 
A đi qua M và ỡ nên có phương trình 2x - y = 0. 

3.6. Theo đề bài toạ độ của điểm A luôn thoả mãn hệ phương trình : 

x-3y = -ll íx = —2 

1 - 1 ._<=>< 

3x + 7y = 15 [y = 3. 
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Vì AC ± BH nên AC có dạng 5* + 3y + c - 0, ta có : 

A e AC o-10 + 9 + c = 0oc = 1. 

Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh AC : 5* + 3y + 1 = 0. 
Toạ độ của điểm B luôn luôn thoả mãn hệ phương trình : 

r / 


I jc-3y = -11 
3x-5y = -13 


<=> < 


x = 4 
y = 5. 


Vì BC ± AH nên BC có dạng Ix - 3y + c - 0, ta có : 


B e BC <=> 28 - 15 + c = 0 <=> c = - 13. 

Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh BC : Ix - 3y - 13 = 0. 



Hai đường trung tuyến đã cho đều không phải là đường trung tuyến xuất phát 
từ A vì toạ độ của A không thoả mãn các phương trình của chúng. Đặt BM : 
2x-y+ 1 = 0và CN : X + y - 4 = 0 là hai trung tuyến của tam giác ABC. 


Đặt B(x ; y), ta có N 


x-2 .y+3^ 

V 2 ; 2 , 


vâ 


■í 


BsBM 

NeCN 




<=> 


2x-y+l-0 
'ĩzl + ĩ±l- 4=0 

L 2 2 




2x-y = -\ 
x + y = l 


x = 2 

o 

\y = 5. 

Vậy phương trình đường thẳng chứa cạnh AB là:2j:-4y+ 16 = 0 

<=> X — 2y + 8 = 0. 

Tương tự ta có phương trình đường thẳng chứa cạnh AC là : 2x + 5y - 11 = 0. 
Phương trình đường thảng chứa cạnh BC là : 4x + y - 13 = 0. 


3.8. Aj và A 2 có vectơ pháp tuyến lần lượt là n = (m ; 1) 

i£ = (i; -1). 
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Ta có : Aj _L A 2 o n .n = 0 


o m - 1 = 0 
« m = 1 . 


3.9. 


a) Đưa phương trình của d và d' về dạng tổng quát 

d: 4x + 5y - 6 = 0 

d ': 4x + 5y + 14 = 0 

4 5-6 .. 

- = 4 * ~ Vậy d II d\ 

4 5 14 

b) d:x + 2y - 5 = 0 

d' :2x + 4y- 10 = 0 


12 -5 

2 ~ 4 _ -10 


• Vậy d = 


c) d:x+y-2=0 
d’ :2x + y -3 = 0 

4 * 7 . Vậy ú? cắt d\ 

2 1 

3.10. cos (O,) = 7 = 2 ~? = 0. Vậy (5T5,) = 90°. 

1 2 V1 + 4V4+Ĩ 1 2 

14-15 + 1 

3.11. R = dự, A) = 1 7= = = 2. 

Vl6 + 9 

3.12. Phương trình hai đường phân giác của các góc giữa A. và A 2 là : 

2;c + 4y + 7_ + ;c-2y-3 ^ 2x + 4y + l = 2(x-2y-3) 
V4 + 16 __ Vl + 4 _2x + 4y + l = -2{x-2y-2) 

~8y +13 = 0 
o 

_4;c + l=0. 

3.13. d(M, Aj ) = d{M, A 2 ) 

o |5^3| = |5^7| o5;t+ 3 2 = a 

V25 + 9 V25 + 9 
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3.14. Ta tìm được dường thẳng d. đi qua M có vectơ chỉ phương là AB và đường 
thẳng d 2 đi qua M và trung điểm của AB. 

d ỉ : X - 3y + 13 = 0 
d 2 : X - 2 = 0. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 

3.15. a) (*-2) 2 + (y -3) 2 = 25 ; b) (x-2) 2 + (y-3) 2 = 13 ; 

c) (x-2) 2 +(y-3) 2 =9 ; d) (x-2) 2 + (y-3) 2 =4 ; 

e) (x-2) 2 +(y-3) 2 =1. 


3.16. a) Phương trình của () có dạng X 2 +y 2 - 2ax - 2 by + c = 0. Ta có : 
A,B,Ce (&) 


-2a-8b + c = -17 


<=> < 


\4a-8b + c = -65 
— 4a + 106 + c = —29 




<=> < 




Vậy phương trình của (*&) là : X 2 + y 2 + 6x + 2y - 31 = 0. 

b) ( *&) có tâm là điểm (- 3 ; - 1) và có bán kính bằng Vứ 2 +b 2 -c = yfÃÃ . 


3.17. a) Gọi / (a;b) là tâm của ( 9%) ta có : 


IA 2 = IB 2 
/€ A 


<=> < 


(đ +1) 2 + (6 - 2) 2 = (a + 2) 2 + (6 - 3Ỵ 


3a-b+ 10 = 0 

2a-2b = -8 

<=> < . ~ <=> < 
3a-b = -10 


a--3 

6 = 1. 


Vậy ( < ễ 7 ) có tâm ỉ(-3 ; 1). 

b) R = ỈA= V(-l + 3) 2 +(2-l) 2 = n/5 . 

c) Phương trình của () là : (* + 3) 2 + (y -1) 2 = 5 . 
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3 . 18 . 


a) .V - y - 7 = 0 ( d ) 


hay X + y - -- 


= 0 {d). 


b) / 


1 


V 


13Ì r_2 

’ ° 7 ; 7 


/ 


c) (%): 


( 8 

X- — 

3 / 


V 

>2 ( 

+ y+ — 
ự 3 


J 

13Ỹ (31 


) 




f _ 2 

x+ — 

V 7, 
2 . 2 


\2 / 


+ 


11 


y 


V 


\2 




v 15y 

31 


f 1 1 \2 


v 35y 


a 

3.19. (^.):;t 2 +y 2 -%x-2y + 7 = 0 


(% ): X 2 +y 2 - 3x - ly + 12 = 0. 


3.20. a) X 2 + y 2 -4x-4y-2 = ồ; 
b) X 2 + y 2 -x + y- 4 = 0. 


3.21. 


Phương trình của (&) có dạng (X - a) + (y 
M € ( < ẽ')o {4-a) 2 +{2-a) 2 =ầ 


- ày = ã 


<=> ứ -12ứ + 20 = 0 <=> 


a = 2 

ơ = 10. 


Vậy có hai đường tròn thoả mãn đề bài là : 

(Jt-2) 2 + (y-2) 2 =4 và(;t-10) 2 +(y-10) 2 = 100. 

3.22. alMịOiO), A# 2 (-3;3). 

b) A : X - ly - 1 = 0 ; A : Ix + y + 18 = 0. 


c) A 


Ị ■ '*■ ' J v > 2 

f 5 o 


V 


J 


3.23. a) (í?) có tâm7(3 ; -1) và có bán lánh R = 2, ta có : 

IA = V(3-l) 2 +(-l-3) 2 = 2 n/5 
7/4 > R, vậy /4 nằm ngoài (). 


ta có: 
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b) A ( : 3jr + 4V — 15 = 0; A 2 : X r-1 = 0. 

3.24. A vuông góc với d nên phương trình A có dạng : X + 3y + c = 0. 

( ^ề)có tâm /(3 ; - 1) và có bán kính R = vĩo. Ta có : 

|3 — 3 + c| [—— 

A tiếprxúc với (&) <=> d (/ ; A) = R o- 7 =— = V 10 o c = ± 10. 

VI0 

Vậy có hai tiếp tuyến thoả mãn đề bài là : 

A ] : X + 3y + 10 = 0 và A 2 : X + 3y - 10 = 0. 


3.25. a) ( ^8 ) có tâm /(-1 : 2) và có bán kính R = 3. Đường thẳng A đi qua 
M{ 2 ; -1) và có hệ số góc k có phương trình : 

y + 1 = k{x - 2) <=> kx - ỵ - 2k - 1 = 0. 

Ta có : A tiếp xúc với (í?) <=> d(ỉ, A) = R 


<=> 


—k — 2 — 2k — \ 


fk 


= 3 


+ 1 


<=> 


Ấ: +1 


=fk 


+ 1 


o k 2 + 2k + 1 = k 2 + 1 
<=> Ấ: = 0. 


Vậy ta được tiếp tuyến A. : y + 1 = 0. 


Xét đường thẳng A đi qua M(2 ; -1) và vuông góc với Ox, A 2 có phương 
trình X - 2 = 0. Ta có dự, A 2 )= 1-1 -2| =3 = R. 

Suy ra A 2 tiếp xúc với (í?). 

Vậy qua điểm M ta vẽ được hai tiếp tuyến với (*&), đó là : 

A. : y + 1 = 0 và A 2 : X - 2 = 0. 


b) Aj tiếp xúc với ( < ễ > ) tại M, (-1 ;-D 
A 2 tiếp xúc với (^) tại M 2 (2 ; 2). 
phương trình của đường thẳng d đi qua M ] và M 2 là : X - y = 0. 


11 -BTHH10 - A 
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3 . 26 . Đường tròn (^): X 2 + y 2 - 8x - 6ỵ = 0 có tâm 1(4 ; 3) và có bán kính R = 5. 


Cách 1 : Xét đường thẳng A đi qua gốc toạ độ o và có hệ sô' góc k, A có 
phương trình y - kx - 0 . 

Ta có : A tiếp xúc với (í?) <=> d(I, A ) = R 


<=> 

<=> 

<=> 


3-4*1 _ c 

(3 - 4 *) 2 = 25(* 2 + 1) 

9+ 1 ó * 2 - 24* = 25^ + 25 


^ 9 * 2 + 24* +16 = 0 


<=> * = 


4 


3 


Vậy ta được phương trình tiếp tuyến là : y + -ỳx = 0 hay 4x + 3y = 0. 


Cách 2 : Do toạ độ 0(0 ; 0) thoả mãn phương trình của (í?) nên diểm o nằm 

ữên ( ( <ê). Tiếp tuyến với (í?) tại o có vectơ pháp tuyến n = 01 = (4 ; 3). 

Suy ra A có phương trình 

4x + 3y = 0. 

3 . 27 . a) 0^,) có tâm lị (3 ; 0) và có bán kính /?! = 2 ; 

( < & 2 ) tâm / 2 (6 ; 3) và có bán kính R 2 = i. 


b) Xét đường thẳng A có phương trình : 

y - *x + m hay *x - y + m = 0. Ta có : 
A tiếp xúc với ( ị) và (^ 2 ) khi và chỉ khi 


'd(I v A) = R ì 
dự 2 ,A) = R 2 


<=> 




Từ (1) và (2) suy ra 

|3* + m\ = 216* - 3 + m 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Trường hợp 1. 3k + m = 2(6k - 3 + m) o m = 6 - 9k. (3) 

Thay vào (2) ta dược 

|6*-3 + 6-9*| = V* 2 + l o \ì-3k\ = ylk 2 + l 

o 9-m + 9k 2 = k?+l 
o 8Ả: 2 - 18* + 8 = 0 
o 4ẤT 2 - 9/: + 4 = 0 

, 9 + VĨ7 
K, =—f— 

1 8 

, 9-VĨ7 

L =—— 

2 8 

Thay giá trị của k vào (3) ta tính được 
m ị =6-9k { 
m 2 =6-9 kj. 

Vậy ta được hai tiếp tuyến 
A 1 :y = lc l x + 6-9k l 

: ỵ = k^í + 6 - 9 k 2 . 

Trường hợp 2. 3 k + m = -2(6 k -3 + m) o 3m = 6- 15Ả: 

o m = 2-5k. (4) 

Thay vào (2) ta được 

\6k - 3 + 2 - 5*1 = v?+ĩ o |ả:-1| = Vả: 2 + 1 

o (k- l) 2 = k 2 + 1 

o k?-2k+ỉ = k?+l 
« ( = 0 . 

Thay giá trị của k vào (4) ta được m = 2. 

Vậy ta được tiếp tuyến 

A 3 : y = 2 - 

Xét đường thẳng A. vuông góc với Ox tại Xq : 

A 4 'X-X ữ = Q. 
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*0 


A 4 tiếp xúc với (í? ị) và (^ 2 ) khi và chỉ khi 

;*vv = *. 0 J 3 " x o| = 2 o u 0 = lvx 0 =5 
tìf(/ 2 , A 4 ) = /?2 6 -x 0 =l , X 0 _ ^ V ' X 0 _2 

V 

Vậy ta được tiếp tuyến 

A, : X - 5 = 0. 

4 

Tóm lại hai đường tròn (&,) và (@ 2 ) có bốn tiếp tuyến chung A r A 2 ,A 3 
và A.. 

4 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


2 2 

3.28. a)(E) : -ỊL- + ị- = l ; 

100 36 


2 2 
X V 

b) (£): TTT + T7 = 1 

169 25 


2 2 

3.29. à) (E) : —— + ^— = \- 

9 4 

- Hai tiêu điểm : F,(- Vs ; 0), f 2 ( V5 ; 0). 

- Bốn đỉnh : A t (-3 ; 0), A 2 (3 ; 0), Bj(0 ; -2), B 2 ( 0 ; 2). 

- Trục lớn : / 4^2 = 6 . 

- Trục nhỏ : B ị B 2 = 4. 

2 2 

b) (£): 4 - + ^- = l. 

4 1 

- Hai tiêu điểm : FậS ; 0), F 2 ( yjĩ ; 0). 

- Bốn đỉnh : Aj(-2 ; 0), A 2 (2 ; 0), B,(0 ; -1), B 2 (0 ; 1). 

- Trục lớn : /4,/L = 4. 

- Trục nhỏ : 2 = 2. 

3.30. -,R) di qua F 2 => MF 2 = R (1) 

^{M ; R) tiếp' xúc trong với í? I (F| ; 2ơ) => MF\ = 2a - R (2) 
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(1) + (2) cho : MFị + MF 2 = 2 a. 

Vậy M di động trên elip (£) có hai điểm là Fị, F 2 và trục lớn 2 a. 


2 .2 

, JC V 

3.31. Điểm A/ di động ữên elip (5) có phương trình + 4- = 1 . 

49 2»5 

332. a) Ta có : 2ứ = 26 => a = 13 và : 

c c 5 _ 

— = —= — => c = 5. 

ứ 13 13 

Do đó ử 2 = ứ 2 - c 2 ■= 169 - 25 = 144. 

Vậy phương trình chính tắc của elip là 

2 ’ 2 
_ H-— 1. 

169 144 

b) Elip có tiêu điểm £ị(-6 ; 0) suy ra c = 6. Vậy : 

c 6 2 . Q 

— = — = —=> ứ -9. 

ứ ứ 3 

Do đó: b 2 = a 2 - c 2 = 81 - 36 = 45. 

Vậy phương trình chính tắc của elip là 

2 2 
X , y 

81 45 

2 2 

333. a) Xét elip (£): Ar + = 1. 

ao 

( 9\ v f 12^1 ... .. 

(£) đi qua M. 4 ; 4 và N 3 ; -2- nên thay toạ độ của M \ằ N vào 

k 5^ ^ 5 y 


phương trình của (£) ta được : 

rì ^ 


16 . 81 , 

a 25 b 2 

9 ; 144 , 

2 + 7772 =1 
a 25 b 2 


á 2 = 25 
b 2 =9. 


2 .2 

Vậy phương trình của (£) là : 25 + ọ = ^ m 


12 -BTHH10-A 
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2 2 

b) Xét elip (£): Ar + ^T- = 1. 

a b 

Vì M -7=;-7= € (£) nên — T + —ír = l. (1) 

W5 v5/ 5ứ 56 2 

Ta có : Ĩ\MF 2 = 90° => OM = OF l 

2 _ ,-.,,2 9 16 

=> c = OM = 4+ - =5 

5 5 

và a 2 = b 2 + c 2 = b 2 + 5. 

Thay vào (1) ta được : 

—+ i^- = l o96 2 + 16(6 2 + 5) = 56 2 (6 2 + 5) 

5(6 2 + 5) 56 2 

ofc 4 =16 
ofc 2 = 4. 

Suy ra a 2 = 9. 

Vậy phương trình chính tắc của ( E ) là 


2 2 



3.34. (£): 9X 2 + 25y 2 = 225 o ^- + ^- = 1. 

25 9 

a) Ta có : a 2 = 25, b 2 = 9 

=> a = 5, b = 3. 

Ta có : c 2 = a 2 - b 2 = 16 
=> c = 4. 

Vậy (£) có hai tiêu điểm là : Fj(-4 ; 0) và £ 2 (4 ; 0) và có bốn đỉnh là 
Aj(-5 ; 0), A 2 { 5 ; 0), 5,(0 ; -3) và 5 2 (0 ; 3). 

b) Gọi M{x ; y) là điểm cần tìm, ta có : 

'Me(E) ÍMg(E) Ịọx 2 +25y 2 = 225 

'/^=90° ° ịỡM 2 = 2 ° |x 2 +y 2 = 16 
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12 -BTHH10-B 



2 _ 175 

X = — 

<=> ị ^ <=> 

p = TỈ 


x = ± 


5yfĩ 


y = ±l. 


Vậy có bốn điểm M thoả mãn điều kiện của đề bài là : 


5yỊĨ . 9) (5y/ĩ 


3.35. a) Ta có : a = 3 b 


a 2 = 9b 2 
a 2 = 9(a 2 - c 2 ) 
9c 2 = 8a 2 
3c = lyỊĩa. 


— c 
Vậy - = 


2V2 


5V7 . 9Ì f 5V7 


_ „ /?£ 

b) F.B.F .; =90° ỡfi, =-Ị^- 

112 1 2 

=> b = c 
b 2 = c 2 

=> a 2 - c 2 = c 2 
=> a =2c 
=> <3 = cv2 . 


„ s c 1 

Vậy 7 = -^- 

<3 V2 


c) AịSị = 2c 


^S 2 = 4c 2 

a 2 + b 2 = 4 c 2 
a 2 + a 2 - c 2 = 4c : 
2a 2 = 5c 2 
V2ứ = v5c. 


c u 
Vậy a = \5 
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3.36. (£): 4x 2 + 9y 2 = 36. (1) 

Xét đường thẳng ( d) đi qua điểm M{ 1 ; 1) và có hệ số góc k. Ta có phương 
trình của (d): y - 1 = k(x - 1) hay y = k(x - 1) + 1. (2) 

Thay (2) vào (1) ta được 

4x 2 + 9[k(x- 1)+ l] 2 = 36 

« (9ấ: 2 + 4)x 2 + 18ấ:(1 -k)x + 9(1 - k) 2 - 36 = 0. (3) 

Ta có : (d) cắt ( E) tại hai điểm A, B thoả mãn 

MA = MB khi và chỉ khi phương trình (3) có hai nghiệm X A , X B sao cho : 


X A + X B _ _ -18Ấ:(1 -Ấ:) _ 

2 M 2(9k 2 +4) 


18^-18*= 18Ấ: 2 + 8 k= -- 


Vậy phương trình của (d) là : 

y - ~^ịx - 1) + 1 hay 4jc + 9y-13 = 0. 


CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP ÕN TẬP CHƯƠNG III 
, 4^1 

3.37. a) G -1 ; - -2- ,//(11 ;-2),/(-7 ;-1). 

V 3 ) 

b) IH - 3 IG suy ra /, G , H thẳng hàng. 

c) Cx + 7) 2 +(y + l) 2 =85. 

3.38. a) A e A ; Ễ A. 

b) A cắt Ox tại M (2 ; 0) 

. 2^ 

A cắt Oy tại N 0 ; ^ . 

V 3 ) 

c) Vì Me A nên toạ độ của M có dạng (2-3 1 \ t) 

BM = (- 3t; / - 1) 
u ả = (- 3 ; 1). 
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Ta có : BM ngắn nhất <=> BM _L <=> 9 1 + t - 


Vậy điểm M thoả mãn đề bài có toạ độ là 


r 




17 

10 


3.39. X + 2y - 3 = 0 ; 
2x-y - 6 = 0 ; 
2x - y + 9 = 0. 


3.40. a) Ta có A (ớ) = 2 > 0 

A (A) = 2 + 2 > 0. 

Vậy A và ớ nằm về cùng một 
phía đối với A (h.3.10). 

b) Gọi O' là điểm đối Jórng 
của o qua A, ta có : 

OM + MA = OM + MA > 0'A 

Ta có : OM + MA ngắn nhất 
<=> 0', M, A thẳng hàng. 


Xét đường thẳng d đi qua o và vuông góc với L 

X + y = 0. 

d cắt A tại //(- 1 ; 1). 

H là trung điểm của 00', suy ra 0'(- 2 ; 2). 
Phương trình đường thẳng OA là •. X + 2y - 2 = 

A . Ịx + 2y = 2 

rinh 


Giải hệ phương trình 


x-y=-2 


ta được M = 

* 


3.41. 


2.2 25 


a) (^): X L +y - 


b) (^) có tâm / 


/ 


25 


u 



19 ^ 

6 J 


và có bán kính R - 


1 = 0 <=> t = TT- 

10 

1 ì 



Hình 3.10 


. Phương'trình của d là : 


0. 

( _ 2 _ 4 ^ 

, 3 ; 3, 
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3.42. 


a) (1) là phương trình của đường tròn khi và chỉ khi 
a 2 +b 2 - c > 0 <=> m 2 + 4 (m - 2) 2 —6 + m>0 


<=> 5 m 2 - 15 m + 10 > 0 <=> 


m < 1 
m> 2. 


b) (C m ) có tâm I(x\y) thoả mãn 



m 


\y = 2{m-2) 


<=> y = 2x - 4. 


Vậy tập hợp các tâm của (C ) là một phần của đường thẳng A : y = 2x - 4 
thoả mãn điều kiện giới hạn : X < 1 hay X > 2. 


2 2 

3.43. a)(£) : ^ + ^- = 1; 


2 2 

b) (£) : 4- + t- = 1. 

25 16 


3.44. (£) : 4- + = 1. 


25 9 

Ta có : ứ 2 = 25, b 2 = 9 


2 _ 2 1 2 _ 1 /_ 

c = a - b = 16 

c = 4. 


Vây (£) có hai tiêu điểm là £j(-4 ; 0) và £ 2 (4 ; 0). Ta có : 

-4A + C\ 


d, = d(F . , A) = 


cL = d{Fr. , A) = 


Va 2 + £ 2 

|4A + C| 

Va 2 + b 2 


Suy ra d. .d 2 = 


c 2 -16A 2 

A 2 + B 2 


Thay c 2 = 25A 2 + 9 B 2 vào (1) ta được : 


dyd 2 = 


25A 2 +9£ 2 -16A 2 
A 2 + B 2 


9 (Á 2 + B 2 ) 
A 2 + B 2 


( 1 ) 


Vậy dyd 2 = 9. 
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„2 V 2 

3.45. (£): x 2 + 4y 2 = 16 o ị- + ^r = 1. 

16 4 

Ta có a 2 - 16 , b 2 = 4 => c 2 = a 2 - b 2 = 12 

=> c = 2yỈ3 . 

Vậy (£) có hai tiêu điểm : Fị(-2\Í3 ; 0) và F 2 (2yfĩ ; 0) 

và các đỉnh /4j(-4 ; 0), A 2 {4 ; 0) 

fi,(0 ; -2), B 2 { 0 ; 2). 


b) Phương trình A có dạng : 


lột- 1)+ 2 


/ 


\ 


y - 




2 ) 


= 0 hay X + 2y - 2 = 0. 


c) Toạ độ của giao điểm của A và (£) là nghiệm của hệ : 


X 2 + 4y 2 = 16 
x-2-2y. 


( 1 ) 

( 2 ) 


Thay (2) vào (1) ta được : 

(2 -2y) 2 + 4y 2 =16 
o (1 - y) 2 + y 2 = 4 

o 2y 2 - 2y - 3 = 0. (3) 


Phương trình (3) có hai nghiệm y A , y B thoả mãn 


2 4 2 M ' 


Vậy MA = MB. 


Ta có y 4 = 


_ 1 -VỸ _ 1 + x/ỹ 


= 


1 — 1 + V7, — 1 — yỊĨ. 


/ 


Vậy A có toạ độ là 


l + -v/7 ; 


l--v/7 


\ 


V 




, 5 có toạ độ là 




I-n/7 ; 


1 + V7 


V 


\ 


j 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIÊM 


3.46. BẢ = (-2 ; 2) 

BC =.(2; 2) 

Ă4.5C = 0 => ABC = 90°. 

Đường tròn ngoại tiếp có tâm là trung điểm 7 củạ AC nên có toạ độ (3 ; 4). 
Chọn (D). 

3.47. Chọn(A). 

a , ' 

3.48. Đường thẳng A : 6x - 4y - 12 = 0 cắt Ox và Oy lần lượt tại /4(2 ; 0) và 
5(0; -3). 

Ta có AB = VĨ3 . Chọn (Q. 

3.49. Chọn (A). 

3.50. Đường thẳng A:2x + y- 4 = 0 song song với đư&ng thẳng d : 4x + 2y + 1 = 0 
và đi qua điểm M( 1 ; 2). Chọn (C). 

* 

• ' . . / . 3 

3.51. Đường thẳng A : 3x + 5y + 2006 = 0 có hệ số góc là k = —. Phát biểu (Q 
sai. Chọn (C). 


3.52. EHểm C(2; 2) có toạ độ thòả mãn phương trình đường thẳng A: X - 2y + 2 = 0. 
Ta lại có MC = (1 ; -2), n A = (1 ; -2) suy ra MC vuông góc với A. Vậy 

C(2 ; 2) là hình chiếu vuông góc của M xuống A. Chọn (C). 


3.53. 


Đường thẳng A đi qua /4(1 ; 1), 5(2 ; 2) có. vectơ chỉ phương /45 = (1 ; 1). 

Ịx = l + t 

Vậy A có phương trình tham sô < 

[y = 1 + í. 

Điểm ơ(0 ; 0) thoả mãn phương trình của A (ứng với t = -1). Vậy phương 

. \x = t 
à < 


trình tham số của A có thể viết là 


[y = t - 


Chọn (D). 


3.54. R = d(0 ; A) = 
Chọn (D). 


100 


764 + 36 


= 10 . 
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3.57. Phương trình x 2 + y 2 +x + y + 2 = 0 không là phương trình của đường tròn 
vì không thoả mãn điều kiện a 2 +b 2 -c > 0. Chọn (B). 

3.58. Toạ độ ba điểm A(-2 ; 0), fi(v2; síi), C(2 ; 0) đều thoả mãn phương trình 

* 

đường tròn X 2 4- y 2 = 4. Chọn (A). 

3.59. Đường tròn nội tiếp tam giác OAB có tâm ỉ(a ; a). Ta có dự, AB) = dự, Ox) 
suy ra /(1 ; 1). Ta có R = dự, Ox) = 1 . 

Vậy phương trình của đường tròn nội tiếp tam giác OAB là: 

• X 2 + y 2 -2x-2y + l = 0. 

Chọn (C). 

3.60. (Cj) có tầm /j(-l ; 3) và bán kính Rị = 2. 

(C 2 ) có tâm / 2 (2 ; -1) và bán kính R 2 = 3. 

Ta có /j/ 2 = R^ + R^. 

Vậy (Cj) tiếp xúc ngoài với (C 2 ). 

Chọn(D). 

3.61. Tiếp tuyến A có vectơ pháp tuyến OM Q = (1 ; 1). 

Phương trình A có dạng 
1.(JC-1)+l.(y-l) = 0 
hay X + y - 2 = 0. Chọn (A). 

3.62. IM>R suy ra điểm M nằm ngoài đường tròn. Chọn (C). 

3.63. Đường tròn (C) đi qua gốc ơ(0 ; 0). ClỊọn (B). 

3.64. Chọn(B). 

3.65. Chọn (C). 
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3.66. ( E ) đi qua các điểm Mị, M 2 , M 3 . Chọn (D). 

3.67. Chọn (D). 

3.68. Chọn(C). 

3.69. (C) tiếp xúc với ( E ) tại /4 [(-5 ; 0) và /4 2 (5 ; 0). Chọn (C). 

3.70. d(F x , A) X d(F 2 , A) = b 2 3 4 = 9. Chọn (B). 

3.71. OA = OB = ơc = 3. Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có phương trình 
X 2 + y 2 - 9 = 0. Chọn (D). 

3.72. A tiếp xúc với C(0 ; 1) <=> d(0 ; A) = 1 

<=>m=l. 

Chọn (A). 

BÀI TẬP CUỐI NĂM 

1. Trong măt phảng Oxy cho tam giác ABC, biết đỉnh /4(1 ; 1) và toạ độ 
trọng tâm G(1 ; 2). Cạnh AC và đường trung trực của nó lần lượt có 
phương trình là;c + }’-2 = 0và-;c + y- 2 = 0. Các điểm M và N lần lượt là 
trung điểm của BC và AC. 

a) Hãy tìm toạ độ các điểm M và N. 

b) Viết phương trình hai đường thẳng chứa hai cạnh AB và BC. 

2. Trong mặt phảng Oxỵ cho tam giác ABC có AB - AC, BAC = 90°. Biết 

'. " _ (2 A „ 

M( 1 ; -1) là trung điểm cạnh BC và G -r ; 0 là trọng tâm tam giác ABC. 

V3 ) 

Tìm toạ dộ các đỉnh A,B,C. 

3. Cho ba điểm A( 1 ; 2), B(- 3 ; 1), C(4 ; -2), 

a) Chứng minh rằng tập hợp các điểm M(x ; y) thoả mãn MA 2 + MB 2 = MC 2 
là một đường tròn. 

b) Tim toạ độ tâm và bán kính của đường tròn nói trên. 

4. Cho hai điểm /4(3 ; -1), B(-l ; -2) và dường thẳng d có phương trình 
X + 2 y + 1 = 0. 

a) Tìm toạ độ điểm c trên đường thẳng d sao cho tam giác ABC là tam giác 
cân tại c. 
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b) Tìm toạ độ của điểm M trên đường thẳng d sao cho tam giác AMB vuông 
tại M. 

Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (7) có phương trình 

X 2 + ỵ 2 - 4x - 2ỵ + 3 = 0. 

a) Tìm toạ độ tâm và tính bán kinh của đường tròn (7). 

b) Tìm m để đường thẳng y = X + m có điểm chung với đường tròn (7). 

c) Viết phương trình tiếp tuyến A với đường tròn (7) biết rằng A vuông góc 
với đường thẳng d có phương trình X - y + 2006 = 0. 


Trong mặt phẳng Oxy cho elip ( E ) có tiêu điểm thứ nhất là (-v3 ; 0) và đi 

f ^ 

qua điểm M 1 ; — 

V 2 J 

a) Hãy xắc định toạ độ các đỉnh của (£). 

b) Viết phương trình chính tắc của (£). 

c) Đường thẳng A đi qua tiêu điểm thứ hai của elip (£) và vuông góc với 
trục Ox và cắt (£) tại hai điểm c và D. Tính độ dài đoạn thẳng CD. 


HƯỚNG DẪN GĨẢI VÀ ĐÁP số 


1 . 


a) AM = ịAG o ị 
2 1 




o ^ 




X.. = 1 
M 




í 


Vậy M có toạ độ là 


\ 


1: Ĩ 


(h.3.11). 


V 

Điểm N(x ; y) thoả mãn hệ phương trình 

ị \« 

-x+y=2 

V ^ 

Vậy N có toạ độ là (0 ; 2). 


b) AB = 2NM <=> < 



'x B -l = 2(1-0) f 


( 5 > <=> < 

04 

II 

1 

ŨQ 

J 

ị-2 

I2 ) 



x fi =3 

y fi =2. 


Hình 3.11 
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Đường thẳng chứa cạnh AB đi qua hai điểm rì(l ; 1) và 5(3 ; 2) nên có 
phương trình : X - 2y + 1 =0. 


(5^ 

Đường thẳng chứa cạnh BC đi qua hai điểm 5(3 ; 2) và M 1 ; 4 nên có 

k 2 ) 


phương trình : JC + 4_y — 11=0. 


(2 ■ > r 

_.X -1 = 3 4-1 x.=0 

(Xem hình 3.12) Mrì = 3MG «■ ị A u A 

^ +1 = 3(0 + 1) ^ =2 

Vậy rì toạ độ (0 ; 2). 

Đặt B(x ;y) ta có : 

M5±Mrì 

MB 2 = MA 2 

, B M c 

Cx-l)(0-l) + (y + l)(2 + l) = 0 . , 

^ ị Hình 3.12 

k U-l) 2 + (y + l) 2 =1 + 9 



x = 3y + 4 ĩ* = 3y + 4 r y = 0, 

< /~s < /~s 

(3y + 3) 2 +(y +1) 2 =10 [l0y 2 +20y = 0 y = -2. 


x = 4 
X = -2. 


Vậy ta có toạ độ của B và c như sau : 5(4 ; 0), C(- 2 ; - 2) hoặc 5(- 2 ; - 2), 
C(4 ; 0). 


a) MA 2 + MB 2 = MC 2 

«• (-* ~ l) 2 + Cy _ 2) 2 + (jx + 3) 2 + (y -1) 2 =(x- 4) 2 + (y + 2) 2 

o X 2 +y 2 + 12x - lOy - 5 = 0 o (x + 6Ỷ +(>’-5) 2 =66. 

Vậy tập hợp các điểm M là một đường tròn. 

b) Tâm là điểm (-6 ; 5) bán kính bằng >/66. 

a) Đặt C (X ; y), ta có : c £ (d) <=> X = -2y - 1. 

Vậy C(-2y - 1 ; y). 

Tam giác ABC cân tại c khi và chỉ khi 
CA-CBoCA 2 = CB 2 

«• (3 + 2y + l) 2 + (-1 -yf = (-1 + 2y + l) 2 + (-2 -y) 2 
o (4 + 2y) 2 + (1 + y) 2 = 4y 2 + (2 + y) 2 . 
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5. 


Giải ra ta được y = - 


13 

14 




x= -2 


í 


-13 


\ 


14 

13 

14 


- 1 = 


13 


- 1 = —• 


V 1-T y 

\ 


Vậy c có toạ độ là 

V' ^ J 

b) Xét điểm M(-2t -1 ; 0 trên (d), ta có : 

AMB-90° oAM 2 + BM 2 = AB 2 

<=> (4 + 2 1) 2 + (1 + t) 2 + 4Í 2 + (2 + í) 2 - 17 
<=> lOr 2 + 22/ + 4 = 0 <=> 5Í 2 + 11/ + 2 = 0 


<=> 


1 

5 

t = -2. 


/ 


Vậy có hai điểm thoả mãn đề bài là A/ị _2 

V 5 


lì và A/,(3 ; -2). 


a) Đường tròn (7) có tâm là điểm (2 ; 1) và có bán kính bằng \Ỉ2 . 

b) (l) : X - y + m = 0. Ta có : 

(l) có điểm chung với (7) 

o dự, [)<R 

12-^1+ m 


<=> 


<=> 




< Vĩ 


m + 1 < 2 <=> -2 < m + 1 < 2 <=> -3 < m < 1. 


c) A -L í/ nên A có phương trình X + y + c = 0. 
Ta có : A tiếp xúc với (7) khi và chỉ khi 
dự, ầ)=R 


2 +1 + c 


<=> 


Vĩ 




<=> 


c + 


3| =2 


<=> 


c + 3 = 2 
,c + 3 = -2 


<=> 


. Vậy có hai tiếp tuyến vói (7) thoả mãn đề bài là : 
A| :* + y- 1 =0 
A 2 : X + y - 5 = 0. 


c 

c 


-1 

-5, 
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6 . 


a) ( E ) có tiêu điểm Fj(-V 3 ; 0) nên c - yỊ 3 . 
Phương trình chính tắc của (E) có dạng 



( 


Ta có : M 



V 



e(£) 



và 



+ 3. 



Thay vào (1) ta được : 

13, 

2 . . + 7TT " 1 

b 2 + 3 46 z 

o 4è 2 + 36 2 + 9 = 46 2 (6 2 + 3) o 46 4 + 56 2 - 9 = 0 o 6 2 = 1. 

Suy ra a = 4. 

Ta có a = 2 ; b = 1. 

Vậy (£) có bốn đỉnh là : (-2 ; 0), (2 ; 0), 

(0 ; -1) và (0 ; 1). 


b) Phương trình chính tắc của ( E ) là : 



4 1 

c) ( E ) có tiêu điểm thứ hai là điểm (V 3 ; 0). Đường thẳng A đi qua điểm 
(v3 ; 0) và vuông góc với Ox có phương trình : X = v3 . 


Phương trình tung độ giao điếm của A và ( E ) là : 

3 V 2 _ , _ 2 1 ^.,_ x l 

- + — - 1 <=>y = — <=>y = ±-7. 

4 1 4 2 

Suy ra toạ độ của c và D là : cỊ^n/3 ; -\- 
Vậy CD = 1. 


ÍV 3 ; --Ì 

và D 

í^;-ì 

k 2 ) 


l 2 ) 
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MUC LUC 


Trang 


Lời nói đầu 
Chương I. VECTƠ 


3 

\ 


§1. Các định nghĩa 

Bài tập 

5 

Hướng dẫn 
49 

§2. Tổng và hiệu của hai vectơ 

11 

51 

§3. Tích của vectơ với một số 

22 

53 

§4. Hê truc toa đô 

33 

58 

Câu hỏi và bài tập ôn tập chương ĩ 

43 

61 

Câu hỏi trắc nghiệm 

44 

64 


giải và Đáp SỐ 


Chương II. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ VÀ ÚNG DỤNG 


§ 1. Giá trị lượng giác của một góc bất kì 

Bài tập 

Hướng dẫn 

từ 0° đến 180° 

66 

101 

§2. Tích vô hướng của hai vectơ 
§3. Các hệ thức lượng trong tam giác 

77 

103 

và giải tam giác 

87 

109 

Câu hỏi và bài tập ôn tập chương ỊỊ 

97 

115 

Câu hỏi trắc nghiệm 

98 

118 


Chương III. PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG MẶT PHANG 


Bài tập Hướng dân giải và Đáp số 


§ 1. Phương trình đường thẳng 

121 

155 

§2. Phương trình đường tròn 

132 

159 

§3. Phương trình đường elip 

140 

164 

Câu hỏi và bài tập ôn tập chương ĩĩỉ 

148 

168 

Câu hỏi trắc nghiêm 

150 

172 

BÀI TÂP CUỐI NẢM 
• 

174 

175 
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Chịu trách nhiệm xuất bản : Chủ tịch HĐQT kiêm Tổng Giám đốc NGÔ TRÂN ÁI 

Phó Tổng Giám đốc kiêm Tổng biên tập NGUYÊN QUÝ THAO 

Biên tập lần đấu ĐẶNG THỊ BÌNH - HOÀNG NGỌC PHƯONG 
Biên tập tái bản : HOÀNG NGỌC PHƯONG 
Biển tập kĩ - mĩ thuật : BÙI NGỌC LAN 

Trình bày bìa : HOÀNG PHƯONG LIÊN 

Sủa bản in : PHÒNG SỬA BẢN IN (NXBGD TẠI TP.HCM) 

Chế bản : PHÒNG CHẾ BẢN (NXBGD TẠI TP.HCM) 


BÁI TẶP HINH HỌC 10 
Mã sô: CB004T1 

In 50.000 cuốn (ST) khổ 17 X 24cm. In tại Công ty cổ phần In Phú Thọ. 
Số in: 914. Sô' xuất bản: 01-2011/CXB/815-1235/GD. 

In xong và nộp lưu chiểu tháng 1 năm 2011. 
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VƯƠNG MIỆN KIM CƯƠNG 
CHÁT LƯỢNG QƯÓCTẺ 


SÁCH BÀI TẬP LỚP 10 

1. BÀI TẬP ĐẠI Số 10 

2. BÀI TẬP HÌNH HỌC 10 

3. BÀI TẬP VẬT LÍ 10 

4. BÀI TẬP HOÁ HỌC 10 

5. BÀI TẬP NGỮ VÃN 10 (tập một, tập hai) 

SÁCH BÀI TẬP LỚP 10 - NÂNG CAO 

. BÀI TẬP ĐẠI Số 10 • BÀI TẬP HOÁ HCC 10 

■ * * • 

• BÀI TẬP HÌNH HCC 10 • BÀI TẬP NGỮ VÃN 10 (tập một, tập hai) 

• BÀI TẬP VẬT LÍ 10 . BÀI TẬP TIẾNG ANH 10 


6. 3ÀITẬPTIN HCC10 

7. BÀI TẬP TIẾNG ANH 10 

8. BÀI TẬP TIẾNG PHÁP 10 

9. BÀI TẬP TIẾNG NGA 10 


Bạn đọc có thể mưa sách tại :: 

• Các Công ty Sách - Thiết bị trường học ở các địa phương. 

• Công ty CP Đầu tư và phát triển giáo dục Hà Nội, 187B Giảng Võ, TP. Hà Nội. 

• Công ty CP Đầu tư và phát triền giáo dục Phương Nam, 231 Nguyễn Văn Cừ, Quận 5, TP. HCM. 

• Công ty CP Đâu tư và phát triền giáo dục Đà Nằng, 15 Nguyễn Chí Thanh, TP. Đà Nằng. 

hoặc các cửa hàng sách của Nhả xuất bản Giáo dục Việt Nam : 


- Tại TP. Hà Nội: 


- Tại TP. Đà Nằng : 

- Tại TP. HỒ Chí Minh 

- Tại TP. Cần Thơ : 

- Tại Website bán sách 


187 Giảng Võ ; 232 Tây Sơn ; 23 Tràng Tiền ; 

25 Hàn Thuyên ; 32E Kim Mã ; 

14/3 Nguyễn Khánh Toàn ; 67B Cửa Bắc. 

78 Pasteur ; 247 Hải Phòng. 

: 104 Mai Thị Lựu ; 2A Đinh Tiên Hoàng, Quận 1 ; 

240 Trần Bình Trọng ; 231 Nguyễn Văn Cừ, Quận 5. 
5/5 Đường 30/4. 
trực tuyên : www.sach24.vn 



VVebsite: www.nxbgd.vn 



Giá: 9.500đ 
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